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Les diverses modélisations markoviennes s'avèrent d'êtred'une remarquable ef�-
cacité dans différents problèmes de modélisations et de traitements des phénomènes
les plus divers. L'utilisation de ces modèles est en très forte progression en économie,
�nances, génomique, écologie, communications, traitement des signaux et des images,
... . En particulier, les Modèles de Markov cachés (MMC) jouissent d'une grande no-
toriété liée à leur ef�cacité dans les traitements du problème de la segmentation, lequel
�gure parmi les problèmes les plus importants - et les plus dif�ciles - en traitements
d'images. Dans un tel modèle les données cachées, qui modélisent l'image segmen-
tée recherchée, sont considérées comme une réalisation d'un processus de Markov,
qui peut être un champ, un arbre, ou une chaîne. Plus généralement, les MMC sont
utilisés pour traiter d'autres problèmes inverses en imagerie comme le débruitage ou
la détection des contours - voir chapitre 1. La loi du processus cachéX , dite loi « a
priori », s'interprète généralement comme un outil de « régularisation » de l'image
inobservable recherchée. Par ailleurs, la loi deY conditionnelle àX est dite loi de l'
« attache aux données ». Ainsi les diverses extensions des MMC présentées dans ce
chapitre constituent autant d'outils plus généraux applicables dans divers problèmes
inverses en imagerie et en vision.

L'objet de ce chapitre, qui de par son approche pragmatique s'adresse également
aux utilisateurs ne connaissant pas les MMC, est de présenter diverses généralisations
de ces derniers proposées depuis 2000. Le premier niveau de généralisation consiste
en l'introduction des Modèles de Markov « Couples » (MMCouples), dans lesquels
on considère directement la markovianité du couple (processus caché, processus ob-
servé). Les MMCouples sont strictement plus généraux que les MMC, et il s'avère
que cette propriété se traduit par une plus grande ef�cacitédans les traitements. Un
deuxième niveau consiste en l'introduction d'un processusauxiliaire et en la considé-
ration du processus triplet (processus caché, processus auxiliaire, processus observé).
On arrive aux Modèles de Markov triplets (MMT) qui présentent un très grand poten-
tiel de généralité. En particulier, ils permettent de traiter des données non stationnaires,
ou encore des données « à mémoire longue », modélisées par la semi-markovianité.

Nous nous limitons à l'exposé des processus markoviens les plus simples que sont
les chaînes. Certaines des propriétés discutées s'étendent aisément aux champs et
arbres de Markov, les possibilités de généralisation des autres présentent d'intéres-
santes perspectives de recherche.

Tous les traitements sont discutés dans le contexte non supervisé, présentant un
intérêt immédiat pour un utilisateur.

4.1. Introduction

Lorsque l'on s'intéresse à la détermination des quantités numériques inaccessibles
directementx = ( x1 : : : ; xn ) à partir des quantités numériques observablesy =
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(y1; : : : ; yn ), la théorie des probabilités fournit un cadre rigoureux permettant d'abou-
tir à des résultats généralement ef�caces et parfois spectaculaires. Le couple(x; y)
est considéré comme une réalisation de deux processus aléatoires(X; Y ), avecX =
(X 1 : : : ; X n ),
Y = ( Y1; : : : ; Yn ) et les liens entrex et y sont modélisés par la loi de probabilité
p(x; y) du couple(X; Y ). La puissance des méthodes probabilistes est due au fait
qu'il est possible de proposer, malgré l'absence des liens déterministes entrex et y,
des méthodes de recherche dex optimales « en moyenne », ou encore « à long terme »,
lorsque l'on traite le problème un « grand » nombre de fois. Uncertain nombre de ce
type de méthodes peuvent être mises en oeuvre dès que l'on esten mesure de calculer
les lois desX i conditionnelles àY = y, qui seront notéesp(x i jy), ce qui sera parmi
les principaux objectifs dans différents modèles étudiés dans la suite. Supposons que
chaqueX i prend ses valeurs dans un ensemble �ni
 = f ! 1; ! 2g, et chaqueYi prend
ses valeurs dansR. Le couple(X; Y ) prend alors ses valeurs dans
 n � Rn . Suppo-
sons que sa loip(x; y) est donnée parp(x; y) = p(x)p(yjx), avecp(x) une loi sur
 n

et p(yjx) des densités surRn par rapport à la mesure de Lebesgue. Lorsquen n'est
pas trop grand, les lois marginalesp(x i ; y), qui donnent les lois recherchéesp(x i jy),
sont calculables à partir dep(x; y), qui peut être ainsi utilisée dans sa forme la plus
générale. Cependant, ce calcul nécessite2n � 1 opérations et devient rapidement im-
possible lorsquen croit. Il est alors nécessaire de se restreindre à des loisp(x; y) de
forme particulière, qui permettent le calcul desp(x i jy), 1 � i � n, pourn grand.
Dans le modèle classique, que nous appellerons « chaîne de Markov cachée à bruit
indépendant » (CMC-BI),p(x; y) est donnée par

p(x; y) = p(x1)p(x2 jx1) : : : p(xn jxn � 1)p(y1 jx1) : : : p(yn jxn ) (4.1)

Nous garderons un tel type d'écriture, très concis et pratique, en remarquant qu'il
contient bien des écritures classiques en traitement du signal et des images.
Par exemple, supposons que
 = R, posonsX 0 = � 0, et considérons les équations
suivantes �

Yi = X i + " i

X i = AX i � 1 + � i
, (4.2)

avec les variables"1; : : : ; "n , � 0; � 1; : : : ; � n centrées et indépendantes entre elles. On
a un classique processus AR d'ordre 1 caché par du bruit additif, qui fait partie des
modèles (4.1).

L'appellation CMC-BI vient du fait que, d'une part, la chaîne cachéeX est une
chaîne de Markov et, d'autre part, les variables aléatoiresY1; : : : ; Yn sont indépen-
dantes conditionnellement àX = x. Bien que le modèle CMC-BI passe pour une mo-
délisation relativement raf�née, il est parmi les plus simples parmi les modèles permet-
tant de tenir compte, de manière exploitable, de la dépendance mutuelle des différentes
variables composantes des deux processusX = ( X 1; : : : ; X n ), Y = ( Y1; : : : ; Yn ).
En effet, la loi markoviennep(x) = p(x1)p(x2 jx1) : : : p(xn jxn � 1) de X est, dans
un sens, la plus simple des lois permettant d'introduire de la dépendance parmi les
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variablesX 1; : : : ; X n , et la loi p(yjx) = p(y1jx1) : : : p(yn jxn ) est également très
simple. Pourtant, ce type de modèles, très largement utilisé, peut donner des résul-
tats spectaculaires dans différents domaines. Son intérêtréside dans la possibilité de
calcul, avec le nombre d'opérations élémentaires proportionnel àn, de diverses quan-
tités d'intérêt, dontp(x i jy). En posant� i (x i ) = p(y1; : : : ; yi � 1; yi ; x i ), que l'on ap-
pelle « probabilité progressive », et� i (x i ) = p(yi +1 ; : : : ; yn jx i ; yi ), que l'on appelle
« probabilité rétrograde », on montre classiquement quep(x i ; y) = � i (x i )� i (x i ). Par
ailleurs,� i et � i sont calculables récursivement par

� 1(x1) = p(x1; y1), et

� i +1 (x i +1 ) =
X

x i 2 


� (x i )p(x i +1 jx i )p(yi +1 jx i +1 ) pour2 � i � n � 1; (4.3)

� n (xn ) = 1 , et

� i (x i ) =
X

x i +1 2 


� i +1 (x i +1 )p(x i +1 jx i )p(yi +1 jx i +1 ) pour1 � i � n � 1; (4.4)

et le caractère récursif de ces opérations permet le calcul dep(x i ; y) pourn très grand
(plusieurs millions...).

Cette possibilité de calcul, ainsi que le fait quep(x i jy), qui dépend de toutes les
composantesy1; : : : ; yn dey, utilise toute l'information disponible, sont à l'originedu
succès, et souvent de sa grande ef�cacité, du modèle CMC-BI.Ses applications sont
innombrables et des milliers d'articles ont été publiés surle sujet. Citons quelques pu-
blications récentes concernant les biosciences [KOS 01, NIC 02, NUE 07], la climato-
logie [BEL 00], les communications, [CAP 05], l'écologie, [LEB 06], l'économétrie
et les �nances [GRE 00, THO 02], le traitement de l'écriture [CHE 94], des signaux
musicaux [RAP 99], ou encore des images [GIO 97, MAI 01]. Cependant, ce modèle
classique demeure relativement rudimentaire et sa simplicité, notamment en ce qui
concerne la loip(yjx) = p(y1jx1) : : : p(yn jxn ), peut s'avérer insuf�sante dans un cer-
tain nombre de situations. A�n d'y remédier, il est possibled'utiliser des modèles plus
généraux, dits Chaînes de Markov couples (CMCouples [DER 04, PIE 03]). Dans ces
derniers on suppose directement la markovianité du processus coupleZ = ( X; Y ), ce
qui procure les mêmes capacités de recherche du signal cachétout en autorisant des
modélisations plus complètes dep(yjx). En�n, les CMCouples peuvent être générali-
sées, à leur tour, aux chaînes de Markov triplets (CMT [PIE 02]), dans lesquelles on
introduit une troisième chaîne aléatoireU = ( U1; : : : ; Un ), qui peut avoir une signi-
�cation physique ou pas, et l'on considère la markovianité du triplet T = ( X; U; Y ).
En�n, notons les « chaînes de Markov cachées » (CMC), que nousdé�nissons comme
des CMCouplesZ = ( X; Y ) telles queX est une chaîne de Markov (le processus
caché est de Markov, d'où l'appellation CMC).

Finalement, on obtient quatre familles de modèles de degré de généralité stricte-
ment croissant : les CMC-BI, les CMC, les CMCouples, et les CMT. Notons qu'en
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dehors des CMCouples et CMT les CMC-BI ont été généralisées dans différentes
directions ; cependant, à notre connaissance, toutes les extensions gardent la marko-
vianité deX et font partie, de ce fait, des CMC. Les CMCouples forment unefamille
strictement plus grande que les CMC car il existe des CMCouples telles queX n'est
pas markovien [PIE 07b]. De même, il existe des CMTT = ( X; U; Y ) telles que
(X; Y ) n'est pas une chaîne de Markov. Les CMT présentent, de par la latitude que
nous avons de choisir le troisième processusU, de très grandes possibilités de dé�ni-
tion - et d'exploitation - des loisp(x; y), et l'objectif de ce chapitre est de décrire les
récentes avancées dans l'exploitation de ces modèles. En particulier, nous verrons qu'il
est possible d'exploiter des loisp(x; y) dont l'écriture analytique n'est pas possible,
ce qui est probablement un des aspects les plus surprenants des CMT. Les différentes
modélisations et traitements présentés dans ce chapitres admettent de multiples appli-
cations ; en effet, chacun des modèles CMC, CMCouple, et CMT peut s'appliquer à
partir du moment où les CMC-BI classiques - ou l'une de leurs extensions classiques
- s'appliquent. L'objet de ce chapitre est de décrire ces différentes extensions, préci-
ser leur intérêt dans la solution des différents problèmes pratiques devant lesquels les
modèles classiques montrent leurs limites, et de présenterquelques résultats de leur
application à la segmentation statistique d'images.

L'organisation du chapitre est la suivante. Les CMCouples sont introduites dans la
section suivante. La section 4.3 est consacrée à la description de l'utilisation, récente,
des copules dans le cadre des CMCouples [BRU 05a, BRU 05b]. Cette section, dont
l'intérêt est de montrer la richesse des possibilités de modélisation du bruitp(yjx),
peut éventuellement être omise lors de la première lecture.La quatrième section est
consacrée à l'estimation des paramètres à partir des données incomplètes. Nous y pré-
sentons la méthode « Estimation conditionnelle itérative »(ECI), généralement utili-
sée, de par la facilité de sa mise en oeuvre et son bon comportement, dans les CM-
Couples et les CMT. Cette section est indépendante de la suite et peut également être
évitée par un lecteur principalement intéressé par les modèles CMCouples et CMT.
Les chaînes de Markov triplets sont introduites dans la section 4.5 et les sections sui-
vantes présentent leurs différentes applications. Dans lasixième nous décrivons l'uti-
lisation des CMT dans le traitement des processus non stationnaires, alors que la sec-
tion 7 traite de l'utilisation des CMT dans la modélisation de la semi-markovianité du
processus caché. La section 8 présente différentes possibilités de modélisation simul-
tanée des divers aspects évoqués dans les sections précédentes par des CMT faisant
appel à des chaînes auxiliaires « multi-variées ». En�n, la neuvième et dernière section
contient les conclusions et des perspectives.
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4.2. Chaînes de Markov couples

4.2.1. Modèle général

ConsidéronsX = ( X 1; : : : ; X n ) et Y = ( Y1; : : : ; Yn ) deux processus aléatoires,
avec chaqueX i prenant ses valeurs dans un ensemble �ni
 = f ! 1; : : : ; ! k g et
chaqueYi prenant ses valeurs dans l'ensemble des nombres réelsR. PosonsZ =
(Z1; : : : ; Zn ), avecZ i = ( X i ; Yi ). Le processusZ sera dit « chaîne de Markov
couple » (CMCouple) s'il est de Markov, et il sera dit « chaînede Markov cachée »
(CMC) s'il est une CMCouple telle queX est de Markov. AinsiZ est une CMCouple
si et seulement si sa loi s'écrit (a�n de compacter l'écriture, nous utiliserons, à chaque
fois que cela sera possible,zi à la place de(x i ; yi ) et z à la place de(x; y)) :

p(z) = p(z1)p(z2jz1) : : : p(zn jzn � 1) (4.5)

Sachant que les transitions dans (4.5) peuvent s'écrire

p(zi +1 jzi ) = p(x i +1 jx i ; yi )p(yi +1 jx i +1 ; x i ; yi ), (4.6)

nous remarquons que le modèle classique CMC-BI donné par (4.1) est une CMCouple
(4.5) dont les transitions véri�entp(x i +1 jx i ; yi ) = p(x i +1 jx i ) etp(yi +1 jx i +1 ; x i ; yi ) =
p(yi +1 jx i +1 ). Par ailleurs, on constate que la première de ces égalités est une condi-
tion suf�sante pour qu'une CMCouple soit une CMC ; en effet, en intégrant (4.5) par
rapport àyn ; : : : ; y1, on arrive àp(x) = p(x1)p(x2 jx1) : : : p(xn jxn � 1), ce qui signi-
�e que la chaîne cachéeX = ( X 1; : : : ; X n ) est de Markov. Comme mentionné dans
la section précédente, nous nous intéressons aux possibilités de calcul des lois margi-
nalesa posteriorip(x i jy). Les probabilités « progressives »� i et « rétrogrades »� i

de la section précédente sont d'abord étendues aux CMCouples en posant� i (x i ) =
p(y1; : : : ; yi � 1; zi ) et� i (x i ) = p(yi +1 ; : : : ; yn jzi ). De manière analogue aux démons-
trations classiques, on montre qu'elles sont calculables par les récursions

� 1(x1) = p(z1), et � i +1 (x i +1 ) =
X

x i 2 


� i (x i )p(zi +1 jzi ) pour2 � i � n � 1; (4.7)

� n (xn ) = 1 , et � i (x i ) =
X

x i +1 2 


� i +1 (x i +1 )p(zi +1 jzi ) pour1 � i � n � 1, (4.8)

Comme dans le cas classique des CMC-BI, nous avons alorsp(x i ; y) = � i (x i )� i (x i ),
ce qui donnep(x i jy). Nous constatons que le modèle CMCouple, dont la plus grande
richesse est de nature à mieux modéliser les phénomènes complexes, permet de calcu-
ler la loi d'intérêtp(x i ; y) par une démarche de complexité équivalente à celle utilisée
dans le cas de CMC-BI.

Nous avons vu ci-dessus comment la plus grande généralité des CMCouples par
rapport aux CMC-BI peut être appréhendée, dans le cas général, en comparant les tran-
sitionsp(zi +1 jzi ). Dans le cas des chaînes stationnaires, nous pouvons présenter deux
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conditions nécessaires et suf�santes pour qu'une CMCouplesoit une CMC. Nous di-
rons qu'une CMCouple est stationnaire sip(zi ; zi +1 ) ne dépend pas de1 � i � n � 1,
et sip(zi ; zi +1 ) = p(zi +1 ; zi ) pour tout1 � i � n � 1. Nous avons le résultat suivant,
dont la démonstration peut être consultée dans [PIE 07b] :

Proposition 4.2.1 SoitZ = ( X; Y ) une CMCouple stationnaire. Alors les trois condi-
tions

(i) X est une chaîne de Markov ;

(ii) pour tout2 � i � n, p(yi jx i ; x i � 1) = p(yi jx i ) ;

(iii) pour tout 1 � i � n, p(yi jx) = p(yi jx i )

sont équivalentes.

La condition (ii) permet d'appréhender, dans le contexte des chaînes stationnaires,
l'apport des CMCouples par rapports aux CMC localement : dèsl'instant où l'on a
supposé la markovianité du processus cachéX - ce qui est toujours le cas dans les dif-
férentes extensions classiques des CMC-BI -, il est impossible de faire apparaître les
différences éventuelles desp(yi jx i ; x i � 1) lorsquex i � 1 varie. La condition (iii) permet
d'aller encore plus loin dans cette voie : dans une CMC la loip(yi jx) ne peut dépendre
d'aucunx j différent dex i . Ainsi la modélisation du bruit est bien plus complète dans
les CMCouples où les loisp(yi jx) dépendent de toutes les composantesx1; : : : ; xn

dex. Il a également été constaté dans les différentes simulations que cette plus grande
richesse du modèle peut se traduire par des gains appréciables de la qualités des seg-
mentations non supervisées des données [DER 04].

Remarque 4.2.1
Lorsque l'on examine les divers traitements utilisant les CMC classiques on réalise
que la markovianité de la loi deX n'est jamais utilisée et ne sert qu'indirectement,
permettant de montrer la markovianité de la loi deX a posteriorip(xjy), cette der-
nière étant alors indispensable. Par ailleurs, dans le cadre de la Proposition 4.2.1,
supposer la markovianité deX revient à imposer des restrictions aux lois condition-
nellesp(yjx). En d'autres termes, en considérant une CMCouple qui n'est pas une
CMC, on perd la markovianitéX , qui n'intervient pas dans les traitements, et on
gagne, de manière non négligeable, en richesse dans la modélisation du bruit. L'ap-
port principal des CMCouples est ainsi de s'affranchir de l'hypothèse de la markovia-
nité deX , qui apparaît comme une contrainte. Notons que cette hypothèse, bien que
non indispensable, apparaît dans tous les modèles utilisant la markovianité dans des
problèmes de restauration, ou de segmentation, des phénomènes cachés. En effet, qu'il
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s'agisse des chaînes, des champs, des arbres, ou des modèlesgraphiques généraux, la
nature markovienne du processus caché apparaît dans l'appellation même « modèles
de Markov cachés » (« hidden Markov models » (HMM) en anglais), et donne ainsi
l'impression d'être incontournable.

Comme dans le cas des CMC-BI on montre que dans une CMCouple laloi p(xjy) est
markovienne avec les transitions données par

p(x i +1 jx i ; y) =
p(zi +1 jzi )� i +1 (x i +1 )

� i (x i )
(4.9)

et que les loisp(x i ; x i +1 jy), qui seront utilisées dans la section 4.4, sont données par

p(x i ; x i +1 jy) = � i (x i )p(zi +1 jzi )� i +1 (x i +1 ) (4.10)

Par ailleurs, notons que la loi d'une CMCouple stationnaireest dé�nie parp(z1; z2) =
p(x1; x2)p(y1; y2jx1; x2). Les transitions peuvent alors s'écrire

p(zi +1 jzi ) =
p(x i ; x i +1 )p(yi ; yi +1 jx i ; x i +1 )

P
! 2 
 p(x i ; x i +1 = ! )p(yi jx i ; x i +1 = ! )

(4.11)

Finalement, remarquons que la loip(z) d'une CMCoupleZ peut toujours s'écrire

p(z) =
p(z1; z2) : : : p(zn � 1; zn )

p(z2) : : : p(zn )

=
p(x1; x2) : : : p(xn � 1; xn )

p(x2) : : : p(xn � 1)
| {z }

a(x)

�
p(y1; y2jx1; x2) : : : p(yn � 1; yn jxn � 1; xn )

p(y2jx2) : : : p(yn � 1jxn � 1)
| {z }

b(x; y)

(4.12)

Ainsi une CMCouple est une CMC si et seulement sip(x) = a(x) etp(yjx) = b(x; y).

4.2.2. CMCouples gaussiens stationnaires

De manière analogue à ce qui a lieu dans la famille classique des CMC-BI, les mo-
dèles « gaussiens » sont parmi les plus simples des CMCouples. Considérons une CM-
Couple stationnaire, dont la loi est dé�nie parp(z1; z2) = p(x1; x2)p(y1; y2jx1; x2)
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telle que les lois conditionnellesp(y1; y2jx1; x2), égales aux lois conditionnelles
p(yi ; yi +1 jx i ; x i +1 ) pour tout i = 1 ; : : : ; n � 1, sont gaussiennes. SiZ n'est pas
une CMC on note, en vertu de (4.11) et de la proposition 4.2.1,que les transitions
p(zi +1 jzi ) ne sont pas des lois gaussiennes (le dénominateur est un mélange de gaus-
siennes). En conséquence,p(yjx) n'est pas une loi gaussienne. De plus, les lois mar-
ginalesp(yi jx), qui ne sont pas gaussiennes, dépendent de tous lesx1; : : : ; xn . Pour
montrer cette dernière propriété, on peut utiliser le fait que dans une CMCouple les
processusX etY jouent des rôles symétriques. En inversantX etY , on peut ainsi in-
troduire� �

i (yi ) = p(x1; : : : ; x i � 1; zi ), � �
i (yi ) = p(x i +1 ; : : : ; xn jzi ), et montrer que

ces quantités véri�ent les récursions

� �
1(y1) = p(z1), et

� �
i +1 (yi +1 ) =

Z

R
� �

i (yi )p(zi +1 jzi )dyi pour2 � i � n � 1; (4.13)

� �
n (yn ) = 1 , et

� �
i (yi ) =

Z

R
� �

i +1 (yi +1 )p(zi +1 jzi )dyi +1 pour1 � i � n � 1: (4.14)

Cependant, contrairement aux récursions (4.7), (4.8) qui sont calculables car dé�nies
par des sommes sur un ensemble de petites taille, les récursions (4.13), (4.14), dé�nies
par des intégrales, ne sont pas, sauf pour� �

2 et � �
n � 1, calculables analytiquement.

Ainsi dans les CMCouples gaussiens et stationnaires, qui nesont pas des CMC,
les lois du bruitp(yjx) ne sont pas gaussiennes et sont impossibles à calculer. Cepen-
dant, ces “dif�cultés” expriment �nalement une richesse etne nuisent aucunement à
la recherche des loisp(x i jy).

En�n, on peut également noter que les loisp(yi jx i ; x i � 1) et p(yi jx i ; x i +1 ) sont
des gaussiennes, les loisp(yi jx i ) sont des mélanges dek gaussiennes
p(yi jx i ) =

X

x i � 1 2 


p(x i � 1 jx i )p(yi jx i ; x i � 1) =
X

x i +1 2 


p(x i +1 jx i )p(yi jx i ; x i +1 ), et les

densités des loisp(yi jx i � 1; x i ; x i +1 ) sont de la forme

p(yi jx i � 1; x i ; x i +1 ) =
p(yi jx i � 1; x i )p(yi jx i ; x i +1 )

p(yi jx i )
, qui est un produit de deux den-

sités gaussiennes divisé par un mélange dek densités gaussiennes.

4.3. Copules dans les CMCouples

L'intérêt des copules réside dans leur pouvoir de modéliser, de manière particu-
lièrement élégante, les dépendances entre les variables aléatoires. Plus précisément,
la dépendance est donnée par une « copule » indépendamment dela forme des lois
marginales. La théorie des copules est relativement ancienne [NEL 98] ; cependant,
leur introduction dans une chaîne de Markov couple, que nousprésentons brièvement
dans cette section, est relativement récente [BRU 05a, BRU 05b].
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4.3.1. Copules

Nous appellerons « copule » toute fonction de répartitionC de la loi d'un couple de
variables aléatoires prenant ses valeurs dans[0; 1]2 dont les lois marginales sont des
lois uniformes sur[0; 1]. Soit h(y1; y2) une densité de probabilité surR2, que nous
supposerons continue,H sa fonction de répartition,h1(y1), h2(y2) les densités des
lois marginales, etH1, H2 les fonctions de répartition associées. Selon le théorème de
Sklar, il existe alors une copule unique telle que (voir [NEL98])

H (y1; y2) = C (H1(y1); H2(y2)) (4.15)

En dérivant (4.15) par rapport auxy1, y2 et en posantc(u; v) =
@@C(u; v)

@u@v
, nous

avons
h(y1; y2) = h1(y1)h2(y2)c(H1(y2); H2(y2)) (4.16)

Réciproquement, en considérant des fonctions de répartition H1, H2 sur R et une
copuleC, (4.15) dé�nit une fonction de répartitionH surR2.

Finalement, nous pouvons dire que se donner une fdrH revient à se donner le
triplet (H1; H2; C), où H1 et H2 sont les lois marginales deH , et C est la copule
associée àH par (4.15). Il en résulte qu'il est possible de construire des lois surR2

en considérant diverses marginales - et diverses copules - de manière indépendante.
En particulier, il est possible de fabriquer, à partir de(Y1; Y2) avecH donnée, des
variables aléatoires réelles corrélées de marginales quelconques. En effet, considérons
les marginalesH1, H2 associées àH , etH 0

1, H 0
2 les nouvelles marginales souhaitées.

En posantY 0
1 = ( H 0

1)� 1 � H1(Y1) et Y 0
2 = ( H 0

2)� 1 � H2(Y2), les variables(Y 0
1 ; Y 0

2 )
sont corrélées et admettentH 0

1, H 0
2 pour les fdr de leurs lois. En�n, notons que la

copuleC associée àH par (4.15) peut également être vue comme la fdr du couple
(H1(Y1); H2(Y2)) , dont les lois marginales sont ainsi bien les lois uniformessur[0; 1].

Exemple 4.3.1
Soith(y1; y2) la densité gaussienne surR2 dé�nie par les deux moyennes nulles, les
deux variances égales à1, et par le coef�cient de corrélation� . Selon (4.15), la copule
gaussienne associée est donnée par

C(u; v) = H
�
H � 1

1 (u); H � 1
2 (v)

�
, (4.17)

ou par sa dérivée

c(u; v) =
h

�
H � 1

1 (u); H � 1
2 (v)

�

h1
�
H � 1

1 (u)
�

h2
�
H � 1

2 (v)
� (4.18)

Une copule gaussienne surR2 est ainsi dé�nie par un unique paramètre réel� .
Comme précisé ci-dessus, cette copule peut être utilisée pour dé�nir une loi d'un
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couple(Y1; Y2) de variables dépendantes, avec les marginales imposées. Considé-
rons deux variables aléatoires réellesY1, Y2, les fdr marginalesF1, F2 et f 1, f 2 les
densités correspondantes. La densité suivante de la loi de(Y1; Y2)

f (y1; y2) = f 1(y1)f 2(y2)
h

�
H � 1

1 (F1(y1)) ; H � 1
2 (F2(y2))

�

h1
�
H � 1

1 (F1(y1))
�

h2
�
H � 1

2 (F2(y2))
� (4.19)

dé�nit alors la loi d'un couple de variables aléatoires(Y1; Y2) dépendantes et telles
que les lois marginales admettent pour densitésf 1 et f 2. Il est intéressant de noter
que lorsque les densitésf 1, f 2 sont gaussiennes, alorsf (y1; y2) donnée par (4.19)
est gaussienne. Bien entendu, on peut également considérerf 1, f 2 gaussiennes et une
copule différente de la copule gaussienne [BRU 05a].

4.3.2. Copules dans CMCouples

Soit une CMCouple stationnaireZ = ( X; Y ) dont la loi est dé�nie parp(z1; z2) =
p(x1; x2)p(y1; y2jx1; x2). Pour l'ensemble des classes
 = f ! 1; : : : ; ! k g, nous avons
donc, dans le cas général,k(k � 1) densitéspij (y1; y2) = p(y1; y2jx1 = ! i ; x2 = ! j ).
Chacune de ces densités dé�nit une copule et deux lois marginales surR2. Notons que
dans le cas particulier des CMC le nombre des marginales est dek.

Remarquons que la variation de la nature de la marginalep(y1jx1 = ! i ) avec
la classe! i peut se produire dans des images réelles, comme le montrent différentes
études, en particulier celles présentées dans [GIO 97, MAI 01, DEL 02].

4.4. Estimation des paramètres

Le problème de l'estimation des paramètres dans les chaînesde Markov triplet
est identique à celui de l'estimation des paramètres dans les CMCouples ; il est ainsi
possible de le traiter dès à présent, dans un contexte plus simple. Lorsque l'on aborde
ce problème dans le cas des CMC classiques, la méthode la plussouvent utilisée est
la méthode dite de « Espérance-Maximisation » (EM [MCL 97]).Cette méthode est
fondée sur la maximisation, par une procédure itérative, dela vraisemblance de la
chaîne observée et peut donner, lorsque l'initialisation n'est pas trop loin des vrais
paramètres, des résultats remarquables. Elle jouit par ailleurs des résultats théoriques
partiels concernant son comportement asymptotique ; en particulier, il est possible de
montrer qu'elle produit une suite croissante des vraisemblances au cours des itéra-
tions. Cependant, en dehors des cas simples, les calculs explicites des différentes va-
leurs intervenant dans les itérations sont en général impossibles et il est fréquemment
fait appel à des approximations, qui sont de nature à annihiler les bonnes propriétés
générales du maximum de vraisemblance. Ces dif�cultés n'étant pas moindres dans
les CMCouples, nous nous limitons à la présentation d'une méthode différente, dite
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« estimation conditionnelle itérative » (ECI [PIE 92, PIE 07a]). Cette dernière est fon-
dée sur un principe différent, qui utilise la notion de l'espérance conditionnelle et ne
fait pas appel à la vraisemblance marginale du processus observé. Notons cependant
que l'estimateur du maximum de vraisemblance à partir des données complètes peut
intervenir dans l'ECI, garantissant ainsi une « optimalité» analogue à celle offerte
par la méthode EM. Il résulte du principe même de l'ECI que sa mise en place est,
d'une part, plus simple et, dautre part, praticable dans un contexte plus général que
celle de la méthode EM. Elle a été appliquée dans différentesmodélisations com-
plexes comme champs de Markov triplets [BEN 05a, BEN 07a, BEN05b, BEN 07b],
champs de Markov cachés évidentiels [BEN 01], ou chaînes markoviennes ou semi-
markoviens cachées non stationnaires [LAP 06, LAP 07]. Notons que les premiers ré-
sultats théoriques concernant le comportement asymptotique de l'ECI, valables dans
le cas des observations indépendantes, sont récents [PIE 07a] et les modèles marko-
viens présentent un très intéressant champ d'investigations théoriques possibles. En-
�n, dans certaines paramétrisations des modèles exponentiels ECI et EM peuvent être
équivalentes [DEL 97].

Nous présentons deux variantes de l'ECI bien adaptées aux CMCouples et de gé-
néralité croissante. La première variante est classique etconcerne les modèles paramé-
triques, la deuxième concerne les mélanges généralisés et,se plaçant dans le contexte
des CMCouples avec copules, contient des aspects originaux.

4.4.1. ECI dans un modèle paramétrique

De manière générale, considérons deux processus stochastiques(X; Y ) dont la loi
dépend d'un paramètre� = ( � 1; : : : ; � s) 2 Rs. Supposons que le problème est celui
de l'estimation de� à partir du processusY, le seul observable. Il est alors possible
d'utiliser lECI sous deux conditions suivantes :

(i) il existe un estimateur̂� (X; Y ) de� à partir des données complètes(X; Y ) ;

(ii) il est possible, pour tout� , de simulerX selonp(xjy; � ).

Notons le caractère très peu restrictif de ces conditions. En effet, (i) n'en est pas
véritablement une car s'il est impossible d'exhiber un estimateur à partir des données
complètes, le problème de l'estimation a toutes les chancesd'être insoluble à partir
des données incomplètes. La condition (ii) est pratiquement toujours véri�ée dans les
problèmes de recherche deX à partir deY par des méthodes bayésiennes ; en effet,
ces dernières requièrent généralement la markovianité dep(xjy; � ).

Le déroulement de l'ECI est le suivant :

(i) on considère� 0 valeur initiale de� ;
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(ii) on pose� q+1
r = E[�̂ r (X; Y )jY = y; � q] pour les composantes� r de � pour

lesquelles cette espérance est calculable ;

(iii) pour les composantes� r de � pour lesquelles l'espérance ci-dessus n'est pas
calculable, on simulem valeursxq;1; : : : ; xq;m de X selonp(xjy; � q), et l'on pose

� q+1
r =

�̂ r (xq;1; y) + � � � + �̂ r (xq;m ; y)
m

.

Nous dirons qu'une CMCouple stationnaire(X; Y ) = ( X 1; : : : ; X n ; Y1; : : : ; Yn )
est « paramétrique » lorsque la loip(z1; z2) = p(x1; x2)p(y1; y2jx1; x2) dépend d'un
ensemble des paramètres� . Divisons les composantes du vecteur� en deux sous-
vecteurs. Le premier dé�nit la loip(x1; x2) sur
 2, et contient donck2 composantes.
Le deuxième dé�nit toutes les loisp(y1; y2jx1; x2) et contient donc(k � 1)k groupes
des composantes, chaque groupe correspondant à un(x1; x2) = ( ! i ; ! j ). Si toutes
ces lois sont gaussiennes, chaque groupe contient cinq composantes réelles : deux
moyennes, deux variances, et la covariance. Dans le cas gaussien le vecteur� admet
ainsik2 + 5 k(k � 1) composantes.

A�n de simpli�er les notations, posonsp(i; j ) = p(x1 = ! i ; x2 = ! j ) et � ij

le groupe des paramètres dé�nissantp(y1; y2jx1 = ! i ; x2 = ! j ). A�n d'appliquer
l'ECI, on doit considérer un estimateur�̂ (X; Y ) donné à partir des données complètes
(X; Y ). Les composantesp(i; j ) peuvent être classiquement estimées à partir deX
par les fréquences

p̂(i; j ) =
1[x 1 = ! i ;x 2 = ! j ] + � � � + 1 [x 2n � 1 = ! i ;x 2n = ! j ]

n
; (4.20)

où1A est la fonction indicatrice de l'ensembleA.
L'estimation des groupes� ij à partir de(X; Y ) est possible dès que chaque groupe
� ij peut être estimé à partir d'un échantillon produit parp(y1; y2jx1 = ! i ; x2 = ! j ),
ce que nous supposerons. En effet, sachantX = x = ( x1; : : : ; x2n ), on dé�nit un
sous-échantillonyij de y = ( y1; : : : ; y2n ) par (y2l ; y2l +1 ) 2 yij si et seulement si
(x2l = ! i ; x2l +1 = ! j ). On dispose ainsi des échantillons des couples(Y2l ; Y2l +1 )
des lois dé�nies par les� ij , ce qui permet de considérer un estimateur�̂ ij . Nous écri-
rons�̂ ij (x; y), sachant que dans cette écriture�̂ ij (x; y) ne dépend que deyij , ce der-
nier étant dé�ni à partir dex = ( x1; : : : ; x2n ).

A titre d'exemple, dans le cas gaussien les deux moyennes sont estimées par les
moyennes empiriques, et la matrice de covariance par la matrice de covariance empi-
rique.

L'estimateur�̂ (X; Y ) étant dé�ni par (4.20) et les estimateurs�̂ ij (X; Y ), l'appli-
cation de l'ECI se déroule de la manière suivante. Le calcul de l'espérance
E[�̂ r (X; Y )jY = y; � q] donnant� q+1

r est possible pour les composantes du premier
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sous-vecteur de� donné par lesp(i; j ). En effet, sachant que l'espérance d'une fonc-
tion indicatrice est la probabilité de l'ensemble correspondant, en prenant l'espérance
conditionnelle de (4.20) on obtient

pq+1 (i; j ) =

p(x1 = ! i ; x2 = ! j jy; � q) + � � � + p(x2n � 1 = ! i ; x2n = ! j jy; � q)
n

(4.21)

avec les probabilitésp(x2n � 1 = ! i ; x2n = ! j jy; � q) calculables par (4.10), section
4.2. Concernant les groupes des paramètres� ij , l'espérance conditionnelle n'est pas
calculable et l'on utilise le point (iii) de l'ECI, utilisant les simulations. Notons que
la loi deX conditionnelle àY = y étant une chaîne de Markov avec les transitions
calculables par (4.9), section 4.2, les simulations ne posent pas de problème particulier.
Dans la pratique, on effectue souvent un seul tiragexq et on pose� q+1

ij = �̂ ij (xq; y).

4.4.2. ECI dans un modèle de mélange généralisé avec copules

Considérons une CMCouple stationnaire de loi dé�nie par
p(z1; z2) = p(x1; x2)p(y1; y2jx1; x2). Supposons que chacune des(k � 1)k densi-
tés marginalespij (y1) = p(y1jx1 = ! i ; x2 = ! j ) est d'une forme appartenant à
un ensemble des formes admissibles, qui sera noté� ij . A titre d'exemple on peut
imaginer, pour deux classes
 = f ! 1; ! 2g, que� 11 contient deux éléments : « lois
gaussiennes » et « lois gamma »,� 12 = � 21 contient trois éléments : « lois gaus-
siennes », « lois gamma », et « lois beta », et� 22 contient deux éléments : « lois
gaussiennes » et « loisK ». Le problème est alors double : identi�er la forme de
chacune de ces densités et estimer les paramètres �xant la densité dans la famille
identi�ée. Ce type de problème, traité dans [GIO 97] dans le cas des CMC-BI, est dit
« estimation de mélange généralisé ». Nous décrivons ci-après une démarche de ce
type étendue aux CMCouples. D'une part, elle généralise la démarche présentée dans
[GIO 97] et, d'autre part, elle généralise, par l'utilisation des copules, la démarche de
la sous-section précédente.

Nous avons vu à la section 4.3 que chacune des(k � 1)k lois pij (y1; y2) =
p(y1; y2jx1 = ! i ; x2 = ! j ) est dé�nie par(k � 1)k densités marginales et(k � 1)k co-
pules. Supposons que pour chaque(i; j ) la forme de la copule associée àpij (y1; y2)
appartient à l'ensembleX ij des formes admissible. Pour chaque(i; j ) nous devons
donc :

(i) choisir dans� ij la forme de la marginalepij (y1) et estimer les paramètres
correspondants ;

(ii) choisir dansX ij la forme de la copule donnée parpij (y1; y2) et estimer les
paramètres correspondants.
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Considérons l'estimation à partir des données complètes etsupposonsX = x =
(x1; : : : ; x2n ) donné. Comme précédemment, on dé�nit, pour chaque(i; j ), un sous-
échantillonyij dey = ( y1; : : : ; y2n ) par(y2l ; y2l +1 ) 2 yij si et seulement si(x2l =
! i ; x2l +1 = ! j ). On dispose ainsi, pour chaque(i; j ), d'un échantillon des couples
(Y2l ; Y2l +1 ) dont les lois marginales appartiennent à une des famillesF ij

1 ; : : : ; F ij
r ( i;j )

dans� ij = f F ij
1 ; : : : ; F ij

r ( i;j ) g. En supposant que ces familles sont paramétrées res-

pectivement par� ij
1 ; : : : ; � ij

r ( i;j ) et qu'il existe des estimateurs adéquats, notons

�̂ ij
1 ; : : : ; �̂ ij

r ( i;j ) les valeurs estimées. Ces valeurs donnentr (i; j ) densités « candi-
dates » à la bonne loi, et l'on choisit celle parmi ces candidates qui optimise un certain
critère qui peut être, comme dans [GIO 97], la minimisation de la distance de Kolmo-
gorov à l'histogramme. NotonsH ij

1 , H ij
2 les fdr des lois marginales ainsi estimées ;

alors la loi du couple
�

H ij
1 (Y1); H ij

2 (Y2)
�

est la copule recherchée. En supposant

qu'elle appartient à une des famillesC ij
1 ; : : : ; C ij

m ( i;j ) dansX ij = f C ij
1 ; : : : ; C ij

m ( i;j ) g,
on peut alors estimerm(i; j ) « candidates » et choisir, de manière analogue à celle uti-
lisée pour rechercher les lois marginales, celle qui minimise un certain critère.

L'ensemble de cette procédure est ensuite intégrée dans l'ECI où, à chaque itéra-
tion, x est remplacé parxq simulé.

Remarque 4.4.1
Nous avons noté dans la Remarque 4.2.1 que l'habitude prise de considérer systéma-
tiquement le processus caché comme markovien contribuait probablement à la persis-
tance de l'utilisation des « modèles de Markov cachés » (MMC), avec modélisations
simples des bruits. Notons également que les dif�cultés à étudier, au plan théorique,
l'estimation des paramètres, constituent probablement une deuxième raison de la per-
sistence de ces modèles. A titre d'exemple, les CMCouples sont brièvement mention-
nées dans [CAP 05] mais les auteurs renoncent à leur étude carles résultats théo-
riques concernant l'estimation par le maximum de vraisemblance qu'ils considèrent
par la suite sont intimement liés à la markovianité du processus caché (page 5).

4.5. Chaînes de Markov triplets

Le problème demeure identique à celui considéré dans les sections précédentes :
retrouver la réalisation cachée de la chaîneX à partir de la réalisation observée de la
chaîneY . Considérer une chaîne de Markov triplet consiste en l'introduction d'une
troisième chaîne aléatoireU = ( U1; : : : ; Un ), qui sera ici supposée à valeurs �nies
(chaqueUn prend ses valeurs dans un ensemble �ni� = f � 1; : : : ; � m g), et suppo-
ser que le tripletT = ( X; U; Y ) est une chaîne de Markov. Notons queU peut avoir
une signi�cation physique ou non ; notons également que le modèle CMT est stricte-
ment plus général que le modèle CMCouple ; en effet, dans une CMT T = ( X; U; Y )
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la chaîneZ = ( X; Y ) n'est pas nécessairement de Markov. Cependant, en posant
V = ( X; U ), la chaîneT = ( V; Y) est une CMCouple et il est possible d'utiliser
tous les résultats des sections précédentes. En particulier, la méthode d'estimation des
paramètres (on dit aussi « d'apprentissage ») ECI est applicable, y compris dans le
contexte des copules.

En restauration bayésienne MPM, l'intérêt des CMT réside dans le fait que lorsque
le cardinal de� n'est pas trop élevé les marginalesa posteriorip(x i jy) sont calcu-
lables. En effet,p(vi jy) = p(x i ; ui jy) le sont carT = ( V; Y) est une CMCouple, et
alors les loisp(x i jy) sont données simplement par

p(x i jy) =
X

u i 2 �

p(x i ; ui jy) (4.22)

Nous obtenons alors un modèle très riche, pouvant donner lieu à un grand nombre de
modèles particuliers. Nous étudions dans les sections suivantes différentes situations
où les différentes CMT sont appliquées, éventuellement de manière non supervisée, à
la restauration des données cachées. Nous nous limitons dans cette section à l'énoncé
d'un résultat généralisant les différents cas particuliers, très pratique pour mettre en
lumière les différentes spéci�cités des CMT particulières. Ensuite, nous présentons
deux exemples de CMT, illustrant leurs richesses et leurs différences avec les modèles
classiques.

Le résultat suivant, qui est une généralisation de la Proposition 4.2.1, permet de
construire différentes CMT particulières.

Soit W = ( G; H ) = ( G1; H1; : : : ; Gn ; Hn ) une chaîne aléatoire, avec chaque
Wi = ( Gi ; H i ) à valeurs dans un ensemble produit� � H . Soit 
 une mesure� -
additive sur� , et soit � une mesure� -additive surH . SupposonsW de Markov et
notons avec la même lettrep les différentes densités par rapport aux différentes me-
sures liées aux mesures
 et � . En pratique, chacune des mesures
 et � est soit la
mesure de comptage, soit la mesure de Lebesgue ; cependant, des mesures mixtes, fai-
sant intervenir des masses de Dirac et la mesure de Lebesgue,peuvent également être
envisagées, comme dans [SAL 07].

Nous avons le résultat suivant, dont la démonstration suit le schéma général de la
démonstration de la Proposition 4.2.1.

Proposition 4.5.1
SoitW = ( G; H ) une chaîne de Markov véri�ant

(a) p(wi ; wi +1 ) ne dépend pas de1 � i � n � 1;

(b) p(wi = a; wi +1 = b) = p(wi = b; wi +1 = a) pour chaque1 � i � n � 1, a,
et b.
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Alors les trois conditions suivantes

(i) G est une chaîne de Markov ;

(ii) pour tout2 � i � n, p(hi jgi ; gi � 1) = p(hi jgi ) ;

(iii) pour tout 1 � i � n, p(hi jg) = p(hi jgi ),

sont équivalentes.

Nous présentons ci-dessous deux exemples. Le premier illustre le fait que certaines
TMC peuvent être de complexité comparable à celle du modèle classique CMC-BI, et
le deuxième généralise les modèles classiques de mélange.

Exemple 4.5.1
SoitT = ( X; U; Y ) une CMT dont la loi est donnée parp(x1; u1; y1) et les transitions
p(t i +1 jt i ) de la forme

p(t i +1 jt i ) = p(ui +1 jui )p(x i +1 jui +1 )p(yi +1 jui +1 ) (4.23)

Une telle CMT est relativement simple tout en étant très différente des CMC-BI clas-
siques. En particulier, on peut montrer les propriétés suivantes :U est une chaîne de
Markov, aucune des chaînesX , Y , (X; Y ) n'est de Markov, les chaînesX , Y sont
indépendantes conditionnellement àU.

Cet exemple montre qu'il est possible de construire très simplement des modèles ex-
ploitables aussi simples que les CMC-BI et très différents de ces derniers. En particu-
lier, aucune des trois propriétés suivantes dé�nissant lesCMC-BI : (i) X est de Mar-
kov ; (ii) les variables aléatoiresY1; : : : ; Yn sont indépendantes conditionnellement à
X ; (iii) p(yi jx) = p(yi jx i ) pour touti = 1 ; : : : ; n, n'est nécessairement véri�ée.

Exemple 4.5.2
Considérons le cas classique CMC-BI donnée par (4.1) et supposons que les densités
p(yi jx i ) sont des mélangesp(yi jx i = ! j ) =

P m
l =1 � lj f lj (yi ). De tels modèles sont

dits « modèles de mélange » et peuvent être utilisés, notamment, lorsque la forme des
lois p(yi jx i ) n'est pas connue et ces dernières sont approchées par des mélanges, par
exemple des lois gaussiennes [DIZ 07]. Un tel modèle est une CMT dont la loi est
donnée parp(x1; u1; y1) et les transitionsp(t i +1 jt i ) de la forme

p(t i +1 jt i ) = p(x i +1 jx i )p(ui +1 jx i +1 )p(yi +1 jui +1 ; x i +1 ) (4.24)



144 Problèmes inverses en vision

avecp(ui = � l jx i = ! j ) = � lj et p(yi jui = � l ; x i = ! j ) = f lj (yi ). Notons que
dans cet exemple nous avons

p(yi jx) = p(yi jx i ) (4.25)

Considérons alors une CMT stationnaire et plus générale quecelle donnée par (4.24),
dont la loi s'écrit

p(t i +1 jt i ) = p(x i +1 ; ui +1 jx i ; ui )p(yi +1 jui +1 ; x i +1 ) (4.26)

et qui est telle quep(x i +1 jui +1 ; ui ) 6= p(x i +1 jui +1 ) et
p(ui +1 jx i +1 ; x i ) 6= p(ui +1 jx i +1 ). La chaîneV = ( X; U ) est alors de Markov et
p(yi ju; x) = p(yi jui ; x i ) : ainsi (V; Y) est la très classique CMC-BI. Cependant, en
appliquant la Proposition 5.1 àG = X et H = U, on note que la condition (ii) n'est
pas véri�ée et doncX n'est pas une chaîne de Markov. On peut montrer de manière
analogue que(X; Y ) n'est pas de Markov non plus et, de plus, les variables aléa-
toiresY1; : : : ; Yn ne sont pas nécessairement indépendantes conditionnellement àX .
En�n, montrons quep(yi jx) dépend de tous lesx1; : : : ; xn . Nous avonsp(yi jx) =P

u i 2 � p(yi ; ui jx) =
P

u i 2 � p(yi jx; u i )p(ui jx) =
P

u i 2 � p(yi jx i ; ui )p(ui jx), ce
qui montre quep(yi jx) est un mélange dont les coef�cientsp(ui jx) dépendent de
tous lesx1; : : : ; xn . On peut également noter que les loisp(yi jx i ) sont des mélanges
extrêmement riches : pourk valeurs possibles pour chaquexn etm valeurs possibles
pour chaqueun , le nombre des composantes dans le mélangep(yi jx i ) est demkn � 1.
En effet, en posantx � = ( x1; : : : ; x i � 1; x i +1 ; : : : ; xn ), nous avonsp(yi jx i ) =X

(x � ;u i )

p(x � ; ui ; yi jx i ) =
X

(x � ;u i )

p(yi jx i ; x � ; ui )p(x � ; ui jx i ) =

X

(x � ;u i )

p(yi jx i ; ui )p(ui jx)p(x � jx i ) et mkn � 1 est le nombre des(x � ; ui ) possibles.

Ainsi, ce modèle généralise de manière conséquente, qui pourrait s'avérer intéressante
dans les applications, les modèles de mélange classiques, dans la mesure quep(yi jx i )
est un mélange demkn � 1 composantes au lieu dem.

4.6. Chaînes de Markov triplets et non stationnarité

Les CMT T = ( X; U; Y ) peuvent être utilisées pour traiter du problème de la
non stationnarité de la chaîneZ = ( X; Y ). La troisième chaîneU admet alors une
signi�cation physique et chaque état dans� = f � 1; : : : ; � m g modélise une stationna-
rité particulière. Plus précisément, nous dirons qu'une chaîne aléatoireZ = ( X; Y )
est une « CMTm stationnaire » s'il existe une chaîne aléatoireU à valeurs dans
un ensemble dem éléments telle queT = ( X; U; Y ) soit une CMT stationnaire.
En effet,U modélise alors le fait qu'il y aitm stationnarités différentes, présentes à
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des instants aléatoires, dans la chaîneZ = ( X; Y ). Il est alors possible de s'intéres-
ser aux différents types de restauration. On peut, classiquement, rechercherX = x,
comme décrit dans les sections précédentes. On peut également s'intéresser au couple
(X; U ) = ( x; u), ou même à la seule chaîneU = u. La souplesse des démarches
bayésiennes permet alors, via différentes fonctions de perte, de proposer différentes
méthodes de segmentation, éventuellement non supervisée,fondées sur la markovia-
nité de la loi conditionnellep(x; ujy).

L'intérêt de l'utilisation des CMT dans le cadre des donnéescomportant un nombre
�ni de stationnarités a été validé dans le contexte de la segmentation d'images par
différentes expérimentations présentées dans [LAN 06, LAN04, LAN 05], dont nous
présentons un exemple ci-dessous.

Notons que l'introduction d'une troisième chaîne modélisant les différentes sta-
tionnarités n'est pas originale car différents modèles « à sauts », où le processus des
sauts remplit ce rôle, ont été proposés et étudiés. Cependant, dans ces différentes mo-
délisations le processus des sauts est toujours supposé markovien, ce qui est, en vertu
de la Proposition 5.1, est un cas particulier relativement contraignant du cadre des
CMT considéré dans cette section.

Exemple 4.6.1
Considérons l'image binaire du zèbre, de taille 256x256, représentée à la Figure 6.1.
L'image est donnée par une grille carrée de pixels, chaque pixel étant noir ou blanc.
La grille est transformée en une suite selon le « parcours de Hilbert-Peano », comme
proposé dans [GIO 97]. On obtient ainsi une chaîneX = x, l'image observée deve-
nant une chaîneY = y. Le bruitage synthétique est gaussien et spatialement indé-
pendant, de variance un pour les deux classes, et des moyennes, respectivement, de
0 et de2. En dehors du problème de la stationnarité le bruitage correspond ainsi au
modèle classique CMC-BI. L'image observée est alors segmentée de deux manières
différentes : en utilisant le modèle classique CMC-BI, et enutilisant le modèle triplet
avec la loi donnée par

p(x1; u1; y1) = p(x1; u1)p(y1jx1),

p(t i +1 jt i ) = p(x i +1 ; ui +1 jx i ; ui )p(yi +1 jx i +1 ) (4.27)

Notons que la CMT utilisée est relativement rudimentaire ; en particulier,U etY sont
indépendantes conditionnellement àX . La méthode classique donnêX 1 = x̂1, avec
un taux d'erreur de 7.2%, alors que la méthode utilisant la CMT donneX̂ 2 = x̂2, avec
un taux d'erreur de 3.5%. Dans cet exemple on considère qu'ilexiste dans l'image
trois stationnarités différentes (m = 3 ). La recherche deU = u donne alorsÛ = û
également présentée sur la Figure 4.1 et l'on constate que les trois zones de station-
narités différentes, que sont le fond (stationnarité « noir»), les bandes relativement
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larges présentes sur le corps de l'animal (stationnarité « gris »), et les bandes relati-
vement étroites présentes sur le cou et les pattes de l'animal (stationnarité « blanc »)
sont bien retrouvées.

(a) (b) (c) (d) (e)

Figure 4.1. (a) ImageX = x d'un zèbre , (b) sa version bruitéeY = y par du
bruit gaussien indépendant, (c) segmentation non supervisée utilisant les
CMC-BI � = 7 :2%, (d) segmentation non supervisée utilisant les CMT :

� = 3 :5%, (e) segmentation̂U = û en trois stationnarités différentes utilisant
les CMT.� désigne le taux d'erreur.

Des études similaires ont été menées dans le cadre de la segmentation d'images par des
méthodes fondées sur les champs de Markov triplets [BEN 05a,BEN 05b, BEN 07b].
En particulier, de telles modélisations et méthodes de traitement associées semblent
très prometteuses dans le traitement de l'important problème de la classi�cation des
textures [BEN 07a, BLA 07].

En�n, mentionnons que les chaînes et champs de Markov triplets permettent l'uti-
lisation de la théorie de l'évidence de Dempster-Shafer dans le contexte markovien ce
qui, en particulier, permet également l'étude des données non stationnaires [LAN 05,
PIE 06].

4.7. Chaînes semi-markoviennes cachées et chaînes de Markov triplet

Dans de nombreux domaines d'application, les CMC-BI se sontavérées insuf�-
santes et il a été fait appel à des modèles plus généraux, dits«chaînes semi-markovien-
nes cachées» (CSMC). On peut citer les applications en segmentations d'images médi-
cales [FAI 05], traitement de la parole [MOO 04], ou poursuite [YU 03] (notons égale-
ment les modèles hybrides, mélangeant les aspects « HMC » et «HSMC » [GUE 05]).
Sachant qu'une distribution semi-markovienne peut-être vue comme la distribution
marginale d'une distribution markovienne, il s'avère que les CSMC sont des CMT
particulières. Cette situation permet de proposer, dans uncadre uni�é, diverses exten-
sions des CSMC classiques que nous décrivons succinctementdans la suite de cette
section.
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4.7.1. Chaînes semi-markoviennes cachées comme CMT particuliers

Considérons un processusX = ( X 1; :::; X n ; :::), avec chaqueX i à valeurs dans

 = f ! 1; :::; ! k g. X est une chaînes « semi-markovienne », si sa loi est donnée par
la loi deX 1, notéep(x1), la suite des matrices de transition(p(x i jx i � 1)) i � 2 véri�ant
p(x i jx i � 1) = 0 pourx i = x i � 1, etk suites de lois surN� . Pour chaquei = 1 ; :::; k, la
suite des lois correspondantes sera notéep� (:jxn = ! i ). Une réalisation de la chaîne
semi-markovienneX = ( X 1; :::; X n ; :::) est obtenue par : (i)X 1 = x1 est simulé
selonp(x1) ; (ii) on simule un entier naturelN1 = n1 selonp� (:jx1) ; (iii) pour
1 � i � n1, on posex i = x1 ; (iv) on simuleX n 1 +1 = xn 1 +1 selonp(xn 1 +1 jxn 1 ) ;
on simule un entier naturelN2 = n2 selonp� (:jxn 1 ) ; ... .
Une chaîne de Markov est alors une chaîne semi-markovienne particulière dans la-
quellep� (:jxn = ! i ), qui est la loi du temps de séjour dans! i sachant que l'on y
arrive à l'instantn, sont des lois exponentielles. L'origine de l'introduction des CSMC
vient de la constatation selon laquelle dans un certain nombre de phénomènes réels, la
loi de la durée des séjours dans un état n'est pas exponentielle.
En considérant un processus réel observéY = ( Y1; :::; Yn ; :::), la loi d'une CSMC est
obtenue en dé�nissantp(yjx) de la même manière que dans les CMC : pour chaquen
et X = ( X 1; :::; X n ), Y = ( Y1; :::; Yn ), on posep(yjx) = p(y1jx1):::p(yn jxn ). On
montre alors que les CSMC sont des TMC particuliers et offrent donc, au prix d'une
plus grande complexité des calculs, mêmes possibilités de traitement que les CMC.
La chaîneU est telle que pour chaquen, Un modélise le temps restant de séjour de
X n dansxn . Si ce temps est supérieur à1 on a ainsiUn +1 = Un � 1. Nous avons
donc le résultat suivant :

Proposition 4.7.1
Une chaîne semi-markovienne cachée est une chaîne de Markovtriplet T = ( X; U; Y ),
avecUn à valeurs dansN� , dé�nie parp(x1; u1; y1) = p(x1)p(u1jx1)p(y1jx1) et les
transitions

p(xn +1 ; un +1 ; yn +1 jxn ; un ; yn ) = p(xn +1 jxn ; un ; yn )�

p(un +1 jxn ; un ; yn ; xn +1 )p(yn +1 jxn ; un ; yn ; xn +1 ; un +1 ) (4.28)

données par (� désignant la masse de Dirac) :

p(xn +1 jxn ; un ; yn ) = p(xn +1 jxn ; un ) =
�

� (xn ) si un > 1
p(xn +1 jxn ) si un = 1

(4.29)

p(un +1 jxn ; xn +1 ; un ; yn ) =

= p(un +1 jxn +1 ; un ) =
�

� (un � 1) si un > 1
p(un +1 jxn +1 ) si un = 1

(4.30)

p(yn +1 jxn ; un ; yn ; un +1 ; xn +1 ) = p(yn +1 jxn +1 ) (4.31)

Preuve 4.7.1La preuve est immédiate.
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4.7.2. Extensions de chaînes semi-markoviennes cachées

Le résultat de la Proposition 4.7.1 permet de proposer, en utilisant divers résultats
récents portant sur les CMT, deux séries de généralisationsdes CSMC.
Dans la première série, nous restons dans la modélisation générale 4.28, en envisa-
geant diverses extensions des identités 4.29-4.31.
Une première généralisation est obtenue en remplaçant dans4.29 p(xn +1 jxn ) par
p(xn +1 jxn ; yn ) (pourun = 1 ). A�n de justi�er l'intérêt de cette extension imaginons
que les indices des divers processus sont les pixels d'une ligne dans une image numé-
rique représentant une scène de trois classes « eau », « désert » et « forêt ». ChaqueX n

prend ses valeurs dans
 = f ! 1; ! 2; ! 3g, chaqueYn prend ses valeurs dans un sous-
ensemble deR des valeurs numériques possibles, et la loip(yn jxn ) modélise - entre
autres - la « variabilité naturelle » (sable de diverses natures, verdure de la forêt, cou-
leur de l'eau, ...). Pourxn = ! 3 etun = 1 on sait que la forêt s'arrête àn et la proba-
bilité p(xn +1 jxn = ! 3) est celle d'avoir la classe « eau » ou « désert » àn+1 . On peut
alors imaginer que la probabilité d'avoir « eau » àn + 1 dépend de l'aspect de la forêt
àn : plus cette dernière est verte, plus l'on a des chances d'avoir de l'eau àn +1 . Cela
signi�e que remplacerp(xn +1 jxn ) par p(xn +1 jxn ; yn ) peut avoir une justi�cation
physique. De plus, il est maintenant avéré que ce type d'extension peut améliorer les
traitements de manière signi�cative. En effet, appliquée dans le contexte plus simple
où remplacerp(xn +1 jxn ) parp(xn +1 jxn ; yn ) conduit au passage des chaînes de Mar-
kov cachées aux chaînes de Markov couples, elle a permis d'améliorer notablement la
qualité de la segmentation statistique non supervisée de certaines images [DER 04].
Même type de raisonnement aboutit à une justi�cation de la généralisation de l'équa-
tion 4.31 qui consiste en le remplacement dep(yn +1 jxn +1 ) par p(yn +1 jxn +1 ; xn ),
ce qui constitue une deuxième extension du modèle 4.29-4.31. Sachant queun +1 re-
présente le temps de séjour résiduel deX n +1 ; X n +2 ; ::: dansxn , on peut imaginer, en
reprenant l'exemple ci-dessus, que l'aspectyn +1 de la classexn +1 (un arbre isolé pré-
sente des caractéristiques moyennes différentes d'un arbre situé dans une forêt), que
p(yn +1 jxn ; xn +1 ; un +1 ) 6= p(yn +1 jxn ; xn +1 ). De plus, on peut imaginer que l'aspect
moyen (donc la loi deYn +1 ) de la classexn +1 est différent selon qu'il y a change-
ment de classe entren et n + 1 (ce qui équivaut àun = 1 ), ou pas (ce qui équivaut à
un > 1). Cela signi�e quep(yn +1 jxn ; un ; xn +1 ; un +1 ) 6= p(yn +1 jxn ; xn +1 ; un +1 ).
En�n, on pourrait également imaginer quep(un +1 jxn +1 ) dans 4.30 dépend aussi de
yn .
Lorsque l'on considère simultanément ces différentes extensions, les formules 4.29-
4.31 deviennent :

p(xn +1 jxn ; un ; yn ) = p(xn +1 jxn ; un ) = � (xn ) si un > 1;

et p(xn +1 jxn ; yn ) si un = 1 : (4.32)

p(un +1 jxn ; xn +1 ; un ; yn ) = p(un +1 jun ; xn +1 ) = � (un � 1) si un > 1;

et p(un +1 jxn +1 ; yn ) si un = 1 : (4.33)
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p(yn +1 jxn ; un ; yn ; un +1 ; xn +1 ) = p(yn +1 jxn ; un ; un +1 ; xn +1 ) (4.34)

Les extensions 4.32-4.34 des transitions 4.29-4.31 admettent ainsi des justi�cations
concrètes ; en d'autres termes, 4.29-4.31 sont des simpli�cations des situations réelles
pouvant s'avérer préjudiciables à la qualité des traitements.
La deuxième série d'extensions est obtenue en exploitant lefait que la CMTT =
(X; U; Y ) de la proposition de la section précédente est également uneCMCouple
T = ( V; Y), avecV = ( X; U ). On peut alors appliquer le passage classique d'une
chaîne couple à une chaîne triplet en considérant un processus latent
W = ( W1; ::::; Wn ; :::), chaqueWi prenant ses valeurs dans� = f � 1; :::; � m g, et
une nouvelle chaîne tripletT 0 = ( V; W; Y). Tous les cas considérés dans la première
série ci-dessus peuvent alors être étendus àT 0 en remplaçant, dans toutes les transi-
tions �gurant dans chacun des modèles, les(x; u) par les(x; u; w). Les modélisations
de la première série permettent d'estimer(x; u) et donc celles de la deuxième série
permettent d'estimer(x; u; w). Ces diverses estimations donnentx recherché.

4.8. Chaînes auxiliaires multi-variées

Les différentes propriétés des chaînes aléatoires cachéesmodélisées par des CMT
discutées dans les sections précédentes peuvent être considérées simultanément, ce
qui aboutit à un grand nombre de modèles particuliers. Cela revient à considérer une
chaîne auxiliaireU sous forme multi-variéeU = ( U1; :::; Ud), où chaqueU i modé-
lise une certaine propriété, éventuellement parmi celles mentionnées dans les sections
précédentes. On arrive rapidement à des modèles assez complexes dont la mise en
oeuvre, notamment dans les cas des méthodes de traitement non supervisé, devient
rapidement relativement lourde. Il se pose alors, au plan del'utilité pratique de tels
modèles, au moins deux questions :

– les CMC-BI classiques ayant fait preuve de leur grande robustesse, le gain dû
à la grande généralité de tels modèles, même dans l'hypothèse de l'utilisation des
paramètres optimaux, est-il suf�sant pour justi�er leur utilisation ?

– la quantité des paramètres croissant rapidement dans les modèles faisant appel
aux chaînes auxiliaires multi-variées, les méthodes de leur estimation permettant des
traitements non supervisés ne risquent-elles pas, notamment dans des cas très bruités,
d'être mises en défaut ?

Il est très dif�cile de répondre à de telles questions de manière générale ; de plus, l'in-
troduction de ces modèles est très récente et l'on dispose derelativement peu d'études
pratiques. Cependant, les résultats de certaines de ces études sont très encourageants.
Nous présentons ci-dessous des résultats concernant les CMT modélisant simultané-
ment la semi-Markoviannnité de la chaîne cachée et sa non stationnarité [LAP 06].
Considérons une CMTT = ( X; U; Y ), avecU = ( U1; U2), X = ( X 1; :::; X n ),
U1 = ( U1

1 ; :::; U1
n ), U2 = ( U2

1 ; :::; U2
n ) et Y = ( Y1; :::; Yn ). Les variablesX i , U1

i ,
U2

i et Yi prennent leurs valeurs respectivement dans
 = f ! 1; :::; ! k g, � 1 = N� ,
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� 2 = f 1; :::; mg et R. Le processusU1 modélise la semi-Markoviannité deX et le
processusU2 modélise sa non stationnarité. La loi deT est donnée parp(t1) et les
transitionsp(t i +1 jt i ) qui peuvent présenter un grand nombre d'écritures particulières.
Considérons d'emblée le cas particulier suivant

p(t i +1 jt i ) = p(u2
i +1 jx i ; u1

i ; u2
i )�

� p(x i +1 ju2
i +1 ; x i ; u1

i ; u2
i )p(u1

i +1 jx i +1 ; u2
i +1 ; x i ; u1

i ; u2
i )p(yi +1 jx i +1 ) (4.35)

avec
p(u2

i +1 jx i ; u1
i ; u2

i ) = � u2
i
(u2

i +1 ) si u1
i > 1;

et p(u2
i +1 ju2

i ) si u1
i = 1; (4.36)

p(x i +1 ju2
i +1 ; x i ; u1

i ; u2
i ) = � x i (x i +1 ) si u1

i > 1;

et p(x i +1 ju2
i +1 ; x i ) si u1

i = 1; (4.37)

p(u1
i +1 jx i ; x i +1 ; u1

i ; u2
i ; u2

i +1 ) = � u1
i � 1(u1

i +1 ) si u1
i > 1;

et p(u1
i +1 jx i +1 ; u2

i +1 ) si u1
i = 1; (4.38)

On suppose par ailleurs que pouru1
i = 1 dans 4.37 on ap(x i +1 = x i ju2

i +1 ; x i ) = 0 ;
la réalisationU1

i = u1
i représente alors le temps exact restant du séjour de la chaîne

X dans l'étatx i .
Ce type de modèles a été étudié dans [LAP 06] et les premiers résultats numériques
sont encourageants. Ces résultats concernent un modèle légèrement différent du mo-
dèle précédent, la différence consistant dans le fait que l'on considère� 1 = f 1; :::; lg
�ni et, pour u1

i = 1 dans 4.37, on suppose quep(x i +1 = x i ju2
i +1 ; x i ) peut être non

nul ; la réalisationU1
i = u1

i représente le temps minimal restant du séjour de la chaîne
X dans l'étatx i . Un tel modèle s'apparente à un modèle de chaîne de Markov ca-
chée très classique. En effet, la chaîneV = ( X; U 1; U2) est une chaîne discrète �nie,
chaqueVi prenant ses valeurs dans
 � � 1� � 2 = f ! 1; :::; ! k g�f 1; :::; lg�f 1; :::; mg,
et elle est classiquement bruitée parp(yi jvi ) = p(yi jx i ). En considérantT station-
naire, sa loi est dé�nie parp(t1; t2) = p(v1; v2)p(y1 jx1)p(y2 jx2). Dans le cas gaus-
sien, nous avons ainsi, dans le cas le plus général,(klm )2 paramètres dé�nissant
p(v1; v2), ainsi quek moyennes, etk variances dé�nissant les loisp(yi jx i ).
Notons que l'hypothèsep(yi jvi ) = p(yi jx i ) implique que les chaînesY et (U1; U2)
sont indépendantes conditionnellement à la chaîneX ce qui pourrait, a priori, préjuger
de la dif�culté de l'estimation de(U1; U2). Cependant, une telle dif�culté n'apparaît
pas dans la pratique.
Nous présentons ci-après deux séries de résultats.
Dans la première, nous simulons une chaîne de Markov tripletT = ( X; U; Y ) vé-
ri�ant 4.35-4.38, avec 4.37 modi�é comme précisé ci-dessus. Ensuite, la réalisation
Y = y est segmentée par trois méthodes MPM, fondées respectivement sur

– les chaînes de Markov cachées avec bruit indépendant (CMC-BI) classiques ;

– les chaînes semi-markoviennes cachées avec bruit indépendant (CSMC-BI) ;
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– et le vrai modèle CMT ; qui est une chaîne semi-markovienne cachée non sta-
tionnaire (CSMCNS-BI).

L'objet de cette étude est de tester si les deux premières méthodes sont capables d'ap-
procher, en qualité, la solution optimale donnée par la troisième.
Le modèle CMT considéré est le suivant. Soientk = 2 , l = 5 et m = 2 . Les
deux gaussiennes modélisant le bruit ont la même variance commune égale à1, et

les moyennes de1 et 1:5. Par ailleurs, on prendp(u2
i +1 ju2

i ) =
�

0:999 0:001
0:001 0:999

�

dans 4.36,

p(x i +1 ju2
i +1 = 0 ; x i ) =

�
0:99 0:01
0:01 0:99

�
et p(x i +1 ju2

i +1 = 1 ; x i ) =
�

0:7 0:3
0:3 0:7

�

dans 4.37, etp(u1
i +1 jx i +1 ; u2

i +1 ) = 0 :1 dans 4.38.

(a) X = x (b) U2 = u2 (c) Y = y

(d) CMC-BI taux
d'erreur de 34%

(e) CSMC-BI taux
d'erreur de 22%

(f) CSMCNS-BI
taux d'erreur de

17%

(g) �u2

Figure 4.2. Réalisation de(X; U 2 ; Y ) et segmentations non supervisées avec
CMC-BI, CSMC-BI et CSMCNS.�u2 est l'estimée deU2 = u2 avec

CSMCNS-BI.

Les paramètres dé�nissant les lois respectives deX nécessaires à la mise en place
des segmentations fondées sur les CMC-BI et CSMC-BI sont estimés à partir deX .
Les résultats présentés à la Figure 4.2 montrent que la méthode fondée sur le modèle
classique CMC-BI donne des résultats relativement médiocres, aussi bien du point de
vue visuel que quantitatif, avec un taux d'erreur de34%. Ces résultats sont améliorés
par la méthode fondée sur le modèle CSMC-BI ; visuellement, on commence à distin-
guer les deux stationnarités, par ailleurs le taux d'erreurpasse à22%. Cette première
comparaison montre que la semi-markoviannité des données cachées ne peut pas être
négligée, malgré la très bonne robustesse des CMC-BI classiques. Il est également
intéressant de noter que cette première comparaison est faite dans un contexte des
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données non stationnaires, qui ne correspondent à aucun desdeux modèles comparés.
En�n, la segmentation optimale utilisant le modèle CSMCNS-BI donne de très bons
résultats visuels, le taux d'erreur devenant17%. Cet exemple met ainsi en lumière
l'existence d'une situation simple où les CMC-BI classiques sont inopérants ; de plus,
l'utilisation simultanée des deux chaînes auxiliaires permet d'améliorer les résultats
obtenus avec l'utilisation d'une seule d'entre elles.
Dans la deuxième série nous considérons des données qui ne correspondent à aucun
des trois modèles ci-dessus et l'objet en est de montrer l'existence des situations dans
lesquelles l'utilisation de la CMT, soit la modélisation laplus complète et la plus com-
plexe des trois, présente un intérêt. Les paramètres nécessaires à la mise en oeuvre des
différentes méthodes sont estimés avec l'ECI. Ainsi, l'objectif de cette série de résul-
tats est d'apporter des éléments de réponse à la deuxième question ci-dessus : malgré
une plus grande complexité impliquant un plus grand nombre de paramètres à estimer,
les traitements fondés sur le modèle CSMCNS-BI sont les plusef�caces, malgré un
niveau très élevé de bruit.
Nous considérons une image dessinée à la main, représentée àla Figure 4.3. On dis-
tingue deux types de stationnarités - on dit aussi deux « textures » qui sont considérées
comme une réalisationu2 de la chaîne auxiliaireU2, et également représentées à la
Figure 4.3. L'image des classesX = x est ensuite bruitée par deux gaussiennes de
moyennes 1 et 1.5, et de variance 1, donnant l'image observéeY = y. Comme ci-
dessus, cette dernière est ensuite segmentée par les trois méthodes bayésiennes MPM
non supervisées, les paramètres étant estimés par des méthodes de type ECI, fondées
sur les trois modèles CMC-BI, CSMC-BI et CSMCNS-BI. Nous constatons que la
tendance de la série précédente persiste : l'utilisation dumodèle CMC-BI donne des
résultats médiocres, avec un taux d'erreur de35%, CSMC-BI les améliore avec un
taux d'erreur de23%, et CSMCNS-BI donne des meilleurs résultats avec un taux
d'erreur de14%. Par ailleurs, les trois méthodes d'estimation des paramètres du bruit
donnent des résultats comparables, présentés dans le Tableau 1. Il en résulte que mal-
gré la généralité croissante des modèles, impliquant le nombre croissant des paramè-
tresà estimer et donc la dif�culté croissante à le faire convenablement, la qualité de
l'estimation obtenue dans les trois modèles est comparable.
Ainsi cette deuxième série d'expérimentations nous permetd'af�rmer l'existence de
situations dans lesquelles les questions (i),(ii) posées au début de la section admettent
des réponses. En effet, il apparaît que les traitements non supervisés fondés sur les
CMC-BI peuvent être inef�caces et les CSMSNS-BI assurent des solutions de qualité
tout-à-fait intéressante. Il est également intéressant denoter que les résultats fondés
sur les CSMC-BI sont, comme dans la première série de résultats ci-dessus, de qualité
intermédiaire, ce qui montre que l'ajout des chaînes auxiliaires successives améliore
les résultats obtenus sur des données ne suivant, a priori, aucun modèle. Concernant
le comportement de l'ECI, nous notons la bonne estimation des paramètres du bruit.
En�n, il est à noter que le parcours de Peano appliqué à l'ensemble des pixels produit
une chaîne non stationnaire, même dans le cas des images stationnaires « visuellement
», ce qui renforce l'intérêt des résultats.
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(a) X = x (b) U2 = u2 (c) Y = y

(d) CMC-BI
� = 35%

(e) CSMC-BI
� = 23%

(f) CSMCNS-BI
� = 14%

(g) �u2

Figure 4.3. Réalisation de(X; U 2 ; Y ) et segmentations non supervisées avec
CMC-BI, CSMC-BI et CSMCNS.� représente le taux d'erreur et�u2 est

l'estimée deU2 = u2 avec CSMCNS-BI.

Classe CMC-BI CSMC-BI CSMCNS-BI
MoyenneEcart-typeMoyenneEcart-typeMoyenneEcart-type

! 1 0:84 0:91 1:09 1:04 0:9 0:94
! 2 1:65 0:89 1:46 1:02 1:49 0:99
� 35% 23% 14%

Tableau 1Estimation des paramètres de bruit, correspondant aux données de la Figure 4.8,
par la méthode ECI dans les trois modèles CMC-BI, CSMC-BI et CSMCNS-BI.� est le taux
d'erreur obtenu en appliquant la méthode bayésienne MPM utilisant les paramètres estimés.

4.9. Conclusions et perspectives

Nous avons exposé dans ce chapitre certains résultats récents concernant les mo-
dèles « chaînes de Markov triplet » (CMT)T = ( X; U; Y ), où le processus observé
Y est à valeurs continues, alors que le processus cachéX , ainsi que le processus
auxilliaire U sont à valeurs dans des ensembles �nis. Un tel modèle offre une très
grande variété de modèles particuliers. Certains d'entre eux sont des extensions des
modélisations classiques ; d'autres permettent de traiterdes cas importants pour la
pratique, comme celui des processus aléatoires non stationnaires. Des CMT de com-
plexité croissante permettent également d'aborder, dans un cadre uni�é, des problé-
matiques réunissant plusieurs aspects classiques. En particulier, des résultats de seg-
mentation des chaînes semi-markoviennes cachées non stationnaires ont été présen-
tés. En�n, la théorie des copules, récemment introduite dans le cadre des modèles de
Markov couples [BRU 05a, BRU 05b], permet des modélisationstrès complètes du
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bruit. Dans tous les cas de �gure la méthode générale d'apprentissage « Estimation
conditionnelle itérative » (ECI) permet d'estimer les paramètres des divers modèles et
autorise ainsi la conception des méthodes bayésiennes non supervisées de segmenta-
tion.
Notons que des études similaires du modèle où les trois chaînes X , U et Y sont
continues, sont en cours et un certain nombre de résulats encourageants ont été pu-
bliés [FQU 06, DES 03b, DES 03a]. L'adjonction deU permet de considérer les pro-
blèmes classiques de �ltrage ou de lissage dans des modèles plus généraux, de na-
ture à mieux correspondre aux données réelles. En particulier, on montre que tous les
traitements, qu'ils soient exacts de par la nature gaussienne des processus considé-
rés [FQU 06, DES 03a], ou approchés par des techniques de �ltrage ou lissage par-
ticulaire [DES 03b], s'étendent aisément aux nouveaux modèles. Comme dans le cas
considéré dans le présent chapitre, l'introduction de la chaîne auxiliaire permet ainsi
de proposer des modèles très généraux, dans lesquels(X; Y ) n'est plus nécessaire-
ment markovienne [DES 03a].
D'autres possibilités de mixer les chaînes à valeurs continues avec celles à valeurs dis-
crètes existent et permettent la conception des modélisations et des traitements asso-
ciés originaux, susceptible de mieux correspondre à un certain nombre de situations et
ainsi améliorer les résultats obtenus avec des démarches classiques. Citons l'exemple
traité dans [BEN 07a], où la chaîneX est discrète alors que les chaînesU et Y sont
continues. En�n, le choix entre « discret » et « continu » n'est pas exhaustif et il est
possible de considérer des chaînes composées des variablesadmettant pour lois des
lois « mixtes », comportant simultanément une partie continue et une partie discrète.
Les premiers modèles de ce type ont été proposés dans le contexte des données in-
dépendantes dans [CAI 93] ; ensuite, différent modèles de Markov cachés à « états
mixtes » ont été introduits (champs [PIE 94], chaînes [GER 02], et arbres [MON 03]).
Ces différents modèles ont été généralement utilisés à des �ns de segmentation �oue
[CAR 06, RUA 00, RUA 02, SAL 06] ; notons également une interprétation de la par-
tie continue de la mesure mixte plus générale, récemment utilisée pour modéliser les
textures dans [BOU 06]. Tous ces modèles peuvent être étendus aux modèles triplets
et la première étude de ce type, traitant de la non stationnarité, est très encourageante
[SAL 07].

Les modèles de type « chaîne de Markov » étudiés dans ce chapitre s'étendent rela-
tivement directement aux modèles de type « arbres de Markov »qui présentent égale-
ment de multiples possibilités d'applications, notammenten imagerie multirésolution.
Les premières modélisations de type « Markov couple » [DES 05, DES 06, MON 03],
aisément généralisable aux Markov « triplet » sont ainsi susceptibles de béné�cier
des différentes généralisations étudiées, ou simplement suggérées dans le cadre des
chaînes. Par ailleurs, un certain nombre de considérationsexposées dans ce chapitre
dans le cadre des chaînes de Markov s'adaptent aisément au contexte des champs
de Markov. Les champs de Markov triplet [BEN 05a] permettentainsi des modélisa-
tions et des traitements des champs non stationnaires [BEN 05b], ou des traitements
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de l'important problème de classi�cation des textures [BEN05b, BLA 07]. Notons
qu'un lien avec la « théorie de l'évidence », non exposé dans ce chapitre, a également
été établi et étudié dans [BEN 05a, PIE 06]. D'autres modélisations décrites dans ce
chapitre dans le cadre des chaînes de Markov, en particuliercelles faisant intervenir
des champs auxiliaires multivariés ou des mesures de probabilité mixtes, font ainsi
partie des perspectives les plus prometteuses. Notons que ces différentes considéra-
tions peuvent être étendues aux modèles graphiques markoviens généraux. De plus,
ces extensions peuvent être envisagées dans le cadre des modèles « partiellement de
Markov », comme proposé dans le cas des chaînes dans [PIE 05].Les premières études
de tels modèles, autorisant l'introduction des bruits « à mémoire longue », donnent des
résultats encourageants [LAP 07, LAN 08].
En�n, notons la possibilité de considérer des observationsmultivariées, y compris de
nature différente comme dans [BRI 06, BRI 08], ce qui démultiplie les possibilités de
conception des modèles de Markov triplets originaux.
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