Chapitre 4

Chaines de Markov triplets et segmentation des
images

Chapitre rédigé par WojciechiBczYNSKI.
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Les diverses modélisations markoviennes s'averent dttnee remarquable ef -
cacité dans différents problémes de modélisations et dertrants des phénoménes
les plus divers. L'utilisation de ces modéles est en tréteforogression en économie,
nances, génomique, écologie, communications, traiterdea signaux et des images,
... . En particulier, les Modeles de Markov cachés (MMC) gsent d'une grande no-
toriété liee a leur ef cacité dans les traitements du protd&le la segmentation, lequel
gure parmi les problémes les plus importants - et les pldgitks - en traitements
d'images. Dans un tel modéle les données cachées, qui reedélimage segmen-
tée recherchée, sont considérées comme une réalisatinrpthecessus de Markov,
qui peut étre un champ, un arbre, ou une chaine. Plus géménaieles MMC sont
utilisés pour traiter d'autres problemes inverses en imag®mme le débruitage ou
la détection des contours - voir chapitre 1. La loi du progssschéX , dite loi « a
priori », s'interprete généralement comme un outil de « l&ggation » de l'image
inobservable recherchée. Par ailleurs, la lodeonditionnelle & est dite loi de I
« attache aux données ». Ainsi les diverses extensions deS ptksentées dans ce
chapitre constituent autant d'outils plus généraux applies dans divers problémes
inverses en imagerie et en vision.

L'objet de ce chapitre, qui de par son approche pragmatiquieesse également
aux utilisateurs ne connaissant pas les MMC, est de préstimeeses généralisations
de ces derniers proposées depuis 2000. Le premier niveagéndealisation consiste
en l'introduction des Modeéles de Markov « Couples » (MMCas)) dans lesquels
on considére directement la markovianité du couple (psacesaché, processus ob-
servé). Les MMCouples sont strictement plus généraux qu&MC, et il s'avere
que cette propriété se traduit par une plus grande ef catatss les traitements. Un
deuxiéme niveau consiste en l'introduction d'un procesaudliaire et en la considé-
ration du processus triplet (processus caché, processilisiae, processus observe).
On arrive aux Modéles de Markov triplets (MMT) qui présentemtrés grand poten-
tiel de généralité. En particulier, ils permettent de &naites données non stationnaires,
ou encore des données « & mémoire longue », modélisées patitansrkovianite.

Nous nous limitons a I'exposé des processus markoviensusspmnples que sont
les chaines. Certaines des propriétés discutées s'éteaid&ment aux champs et
arbres de Markov, les possibilités de généralisation degaprésentent d'intéres-
santes perspectives de recherche.

Tous les traitements sont discutés dans le contexte nomasgeprésentant un
intérét immeédiat pour un utilisateur.

4.1. Introduction

Lorsque I'on s'intéresse a la détermination des quantitd@sériques inaccessibles
directementx = (xp:::;Xn) & partir des quantités numériques observaples
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tir & des résultats généralement ef caces et parfois speletiaes. Le coupléx;y)
est considéré comme une réalisation de deux processusisd8éX;Y ), avecX =
(X1:::55X0),

p(x;y) du couple(X;Y ). La puissance des méthodes probabilistes est due au fait
gu'il est possible de proposer, malgré l'absence des liéterthinistes entrg ety,

des méthodes de recherchexdgptimales « en moyenne », ou encore « a long terme »,
lorsque l'on traite le probléme un « grand » nombre de foiscEirtain nombre de ce
type de méthodes peuvent étre mises en oeuvre dés que I'en estsure de calculer
les lois desX conditionnelles & = vy, qui seront notéeg(x;jy), ce qui sera parmi
les principaux objectifs dans différents modéles étudassda suite. Supposons que
chaqueX; prend ses valeurs dans un ensemble ni f! 1;! ,g, et chaquer; prend

ses valeurs darR. Le couple(X; Y ) prend alors ses valeurs dan$  R". Suppo-
sons que sa lqi(x;y) est donnée pa(x;y) = p(x)p(yjx), avecp(x) une loisur "
etp(yjx) des densités siR" par rapport a la mesure de Lebesgue. Lorsguméest

pas trop grand, les lois marginalg; ; y), qui donnent les lois recherchég;jy),

sont calculables & partir q#x;y), qui peut étre ainsi utilisée dans sa forme la plus
générale. Cependant, ce calcul néces®ite! opérations et devient rapidement im-
possible lorsque croit. Il est alors nécessaire de se restreindre a dep(rjy) de
forme particuliere, qui permettent le calcul dgsijy), 1 i n, pourn grand.
Dans le modéle classique, que nous appellerons « chaine d®@Wzachée a bruit
indépendant » (CMC-BIp(x;y) est donnée par

p(X;y) = p(X1)p(X2jX1) i i p(XnjXn 1)P(Y1jX1) @i P(YnjXn) (4.1)

Nous garderons un tel type d'écriture, trés concis et puati@n remarquant qu'il
contient bien des écritures classiques en traitement dialség des images.

Par exemple, supposons que R, posonsXg = g, et considérons les équations
suivantes

Yi= Xit+ "
Xi= AX; 1+ i (4.2)
avec les variable%;;:::;"n, o; 1;:::; n centrées et indépendantes entre elles. On

a un classique processus AR d'ordre 1 caché par du bruitifdglit fait partie des
modeles (4.1).

L'appellation CMC-BI vient du fait que, d'une part, la chaicachéeX est une
chaine de Markov et, d'autre part, les variables aléatdifes: :; Y, sont indépen-
dantes conditionnellemend@& = x. Bien que le modéle CMC-BI passe pour une mo-
délisation relativement raf née, il est parmiles plus slegparmiles modéles permet-
tant de tenir compte, de maniére exploitable, de la déperdantuelle des différentes

En effet, la loi markovienn@(x) = p(X1)p(X2jX1):::p(XnjXxn 1) de X est, dans
un sens, la plus simple des lois permettant d'introduireadddpendance parmi les
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simple. Pourtant, ce type de modeles, tres largementéjtipisut donner des résul-
tats spectaculaires dans différents domaines. Son im&siéle dans la possibilité de
calcul, avec le nombre d'opérations élémentaires propontl an, de diverses quan-

« probabilité rétrograde », on montre classiquementuiyey) = i (Xi) i(X;). Par
ailleurs, i et ; sont calculables récursivement par

1(X1) = p(x1;y1), et

X
i+1 (Xi+1) = (Xi)p(Xi+1 jXi)p(Yi+1 jXi+1 ) pour2 i n 1, (4.3)
Xi2
n(Xn)=1,et
X . . .
i(x) = i+1 (Xi+1 )P(Xi+1 jXi)P(Yi+1 JXi+2 ) pourl i n 1, (4.4)
Xi+1 2

et le caractere récursif de ces opérations permet le cadqfkgl; y) pourn trés grand
(plusieurs millions...).

Cette possibilité de calcul, ainsi que le fait qu(;jy), qui dépend de toutes les

succes, et souvent de sa grande ef cacité, du modele CMG& .applications sont
innombrables et des milliers d'articles ont été publiédssujet. Citons quelques pu-
blications récentes concernantles biosciences [KOS (2,02 NUE 07], la climato-
logie [BEL 00], les communications, [CAP 05], I'écologi¢, BB 06], I'économétrie
et les nances [GRE 00, THO 02], le traitement de I'écritu@HE 94], des signaux
musicaux [RAP 99], ou encore des images [GIO 97, MAI 01]. @elamt, ce modele
classique demeure relativement rudimentaire et sa siit§licotamment en ce qui
concerne lalop(yjx) = p(y1jX1) :::p(YnjXn), peut s'avérer insuf sante dans un cer-
tain nombre de situations. A n d'y remédier, il est possitlletiliser des modéles plus
généraux, dits Chaines de Markov couples (CMCouples [DERIEO03]). Dans ces
derniers on suppose directement la markovianité du prasessipleZ = ( X;Y ), ce
qui procure les mémes capacités de recherche du signal tadhen autorisant des
modeélisations plus complétes déyjx). En n, les CMCouples peuvent étre générali-
sées, a leur tour, aux chaines de Markov triplets (CMT [PI}, @2&ns lesquelles on

cation physique ou pas, et I'on considéere la markovianitédpletT = ( X;U;Y).

En n, notons les « chaines de Markov cachées » (CMC), que déumsssons comme
des CMCoupleZ = ( X;Y) telles queX est une chaine de Markov (le processus
caché est de Markov, d'ou I'appellation CMC).

Finalement, on obtient quatre familles de modéles de degigedéralité stricte-
ment croissant : les CMC-BI, les CMC, les CMCouples, et lesTCMotons qu'en



Chaines de Markov triplets et segmentation des images 131

dehors des CMCouples et CMT les CMC-BI ont été généralisées différentes
directions; cependant, a notre connaissance, toutes tesstoons gardent la marko-
vianité deX et font partie, de ce fait, des CMC. Les CMCouples formentfanelle
strictement plus grande que les CMC car il existe des CMGautglles queX n'est
pas markovien [PIE 07b]. De méme, il existe des CMT= ( X;U;Y) telles que
(X;Y ) n'est pas une chaine de Markov. Les CMT présentent, de patiftade que
nous avons de chaisir le troisieme proceddusle tres grandes possibilités de dé ni-
tion - et d'exploitation - des loip(x; y), et I'objectif de ce chapitre est de décrire les
récentes avancées dans I'exploitation de ces modélesrieuytiar, nous verrons qu'il
est possible d'exploiter des lojXx;y) dont I'écriture analytique n'est pas possible,
ce qui est probablement un des aspects les plus surprersn@MIT. Les différentes
modélisations et traitements présentés dans ce chapimestient de multiples appli-
cations; en effet, chacun des modeles CMC, CMCouple, et CMIE gappliquer a
partir du moment ou les CMC-BI classiques - ou 'une de lextsrgsions classiques
- s'appliquent. L'objet de ce chapitre est de décrire cefRbhtes extensions, préci-
ser leur intérét dans la solution des différents problemascues devant lesquels les
modeles classiques montrent leurs limites, et de présgquiques résultats de leur
application a la segmentation statistique d'images.

L'organisation du chapitre est la suivante. Les CMCoupted s1troduites dans la
section suivante. La section 4.3 est consacrée a la desorg |'utilisation, récente,
des copules dans le cadre des CMCouples [BRU 05a, BRU 05tig €&ction, dont
I'intérét est de montrer la richesse des possibilités deétiwation du bruitp(yjx),
peut éventuellement étre omise lors de la premiére lectarguatrieme section est
consacrée a l'estimation des parametres a partir des demoinplétes. Nous y pré-
sentons la méthode « Estimation conditionnelle itérati(E®I), généralement utili-
sée, de par la facilité de sa mise en oeuvre et son bon compantedans les CM-
Couples et les CMT. Cette section est indépendante de laiteut également étre
évitée par un lecteur principalement intéressé par les rasd&Couples et CMT.
Les chaines de Markov triplets sont introduites dans lasedt5 et les sections suli-
vantes présentent leurs différentes applications. Dasigikame nous décrivons |'uti-
lisation des CMT dans le traitement des processus nonsteti@s, alors que la sec-
tion 7 traite de 'utilisation des CMT dans la modélisatianld semi-markovianité du
processus caché. La section 8 présente différentes daéside modélisation simul-
tanée des divers aspects évoqués dans les sections prtésduendes CMT faisant
appel a des chaines auxiliaires « multi-variées ». En nglawiéme et derniére section
contient les conclusions et des perspectives.
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4.2. Chaines de Markov couples

4.2.1. Modeéle général

couple » (CMCouple) s'il est de Markov, et il sera dit « chafleeMarkov cachée »
(CMC) s'il est une CMCouple telle gué est de Markov. AinsZ est une CMCouple
si et seulement si sa loi s'écrit (a n de compacter I'écr@umous utiliserons, a chaque
fois que cela sera possiblg,a la place déx;;y;) etz a la place déx;y)) :

P(z) = P(z1)P(z2jz1) 21 p(Znjzn 1) (4.5)
Sachant que les transitions dans (4.5) peuvent s'écrire
P(Zi+1]zi) = P(Xi+1 JXi:Yi)P(Yier JXiv1 s Xi5 Vi), (4.6)

nous remarquons que le modéle classique CMC-BI donné dgrggt une CMCouple
(4.5) dontles transitions véri emt(Xi+1 jXi; Vi) = P(Xj+1 jXi) etp(Vi+1 jXi+1 ;Xi;Yi) =
p(yi+1 jXi+1 ). Par ailleurs, on constate que la premiére de ces égalitémesondi-
tion suf sante pour qu'une CMCouple soit une CMC ; en effet,ietégrant (4.5) par

la section précédente, nous nous intéressons aux pdssitoié calcul des lois margi-
nalesa posteriorip(xijy). Les probabilités « progressives » et « rétrogrades »;
de la section précédente sont d'abord étendues aux CMCoaplposant i (x;) =

trations classiques, on montre qu'elles sont calculatde$gs récursions

X
1(X1) = p(z1), €t 41 (Xiv1) = i(xi)p(zi+1jzi) pour2 i n 1; (4.7)
X2
X - -
n(Xn)=1,et ;(xi)= i+1 (Xi+1)p(zi+1jz) pourl i n 1, (4.8)
Xi+1 2
Comme dans le cas classique des CMC-BI, nous avons@larsy) = i (Xi) i(X),

ce qui donng(x;jy). Nous constatons que le modéele CMCouple, dont la plus grande
richesse est de nature a mieux modéliser les phénoméeneses@sypermet de calcu-

ler la loi d'intérétp(x;; y) par une démarche de complexité équivalente a celle utilisée
dans le cas de CMC-BI.

Nous avons vu ci-dessus comment la plus grande générast€MEouples par
rapportaux CMC-BI peut étre appréhendée, dans le cas dger@camparantles tran-
sitionsp(zi+1 jz;). Dans le cas des chaines stationnaires, nous pouvons feredeunx
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conditions nécessaires et suf santes pour qu'une CMCosipiteune CMC. Nous di-
rons qu'une CMCouple est stationnaireét;; zi+1 ) nedépendpasde i n 1,
etsip(z;z+1)= p(zi+1;z)pourtoutl i n 1. Nousavons lerésultat suivant,
dont la démonstration peut étre consultée dans [PIE 07b] :

Proposition 4.2.1 SoitZ = ( X; Y ) une CMCouple stationnaire. Alors les trois condi-
tions

(i) X estune chaine de Markov ;
(i) pourtout2 i n,p(yijxi;Xi 1) = p(YijXi);
(i pour tout1 i n,p(yijx) = p(yijxi)

sont équivalentes.

La condition (ii) permet d'appréhender, dans le contexte cdeaines stationnaires,
I'apport des CMCouples par rapports aux CMC localement :I'desant ou l'on a
supposeé la markovianité du processus cathée qui est toujours le cas dans les dif-
férentes extensions classiques des CMC-BI -, il est imptesdie faire apparaitre les
différences éventuelles dpéyijxi; X; 1) lorsquex; 1 varie. La condition (iii) permet
d'aller encore plus loin dans cette voie : dans une CMC la(gijx) ne peut dépendre
d'aucunx; différent dex;. Ainsi la modélisation du bruit est bien plus compléte dans
les CMCouples ou les loig(yijx) dépendent de toutes les composames: :; Xn
dex. Il a également été constaté dans les différentes simoatjoe cette plus grande
richesse du modéle peut se traduire par des gains appexidbla qualités des seg-
mentations non supervisées des données [DER 04].

Remarque 4.2.1

Lorsque I'on examine les divers traitements utilisant [@d@classiques on réalise
que la markovianité de la loi d¥ n'est jamais utilisée et ne sert qu'indirectement,
permettant de montrer la markovianité de la loi Hea posteriorip(xjy), cette der-
niére étant alors indispensable. Par ailleurs, dans le eade la Proposition 4.2.1,
supposer la markovianité d¢ revient a imposer des restrictions aux lois condition-
nellesp(yjx). En d'autres termes, en considérant une CMCouple qui n'astyne
CMC, on perd la markovianit& , qui n'intervient pas dans les traitements, et on
gagne, de maniére non négligeable, en richesse dans la eatiéh du bruit. L'ap-
port principal des CMCouples est ainsi de s'affranchir de/fbothése de la markovia-
nité deX , qui apparait comme une contrainte. Notons que cette hggettbien que
non indispensable, apparait dans tous les modéles uttlisamarkovianité dans des
problémes de restauration, ou de segmentation, des phéesmachés. En effet, qu'il
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s'agisse des chaines, des champs, des arbres, ou des mgdglbgjues généraux, la
nature markovienne du processus caché apparait dans ll&gtpe méme « modeles
de Markov cachés » (« hidden Markov models » (HMM) en anglatsjonne ainsi
I'impression d'étre incontournable.

Comme dans le cas des CMC-BI on montre que dans une CMCouplelxjy) est
markovienne avec les transitions données par

P(Zi+1]Zi) i+1 (Xiv1)

i(xi)

et que les loip(Xi; Xi+1 jy), qui seront utilisées dans la section 4.4, sont données par

P(Xi+1 jXisy) = (4.9)

P(XisXi+1jY) = i (Xi)P(Zi+1jZi) i+1 (Xi+1) (4.10)

Par ailleurs, notons que la loi d'une CMCouple stationnagtedé nie pap(zy; z2) =
p(X1;X2)p(Y1; Y2jX1; X2). Les transitions peuvent alors s'écrire
: P(Xi; Xi+1 )P(Yi; Yi+1 [Xi; Xi+1)
Zi+1jzi)= B : 411
Pz ]z 12 PO Xisr = D)p(YijXisXisn = 1) (4.11)

Finalement, remarquons que la fifiz) d'une CMCoupleZ peut toujours s'écrire

P(z1;22) 111 P(Zn 1;2Zn)
P(z2) :::p(zn)

p(X1;X2) i :p(Xn 1;Xn)

| p(X2)13{'}3(Xn 1) }

a(x)

p(z) =

P(Y1;Y2iX1;X2) 1 2ip(Yn 1:YnjXn 15Xn)
| p(yszZ):::Péyn 1JXn 1) }

b(x;y)

(4.12)

Ainsi une CMCouple est une CMC si et seulememi(gi) = a(x) etp(yjx) = b(x;y).

4.2.2. CMCouples gaussiens stationnaires

De maniére analogue a ce qui a lieu dans la famille classiga€MC-BI, les mo-
deles « gaussiens » sont parmi les plus simples des CMCoQuasidérons une CM-
Couple stationnaire, dont la loi est dé nie pa(z:; z2) = p(X1;X2)p(Y1; Y2jX1; X2)
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telle que les lois conditionnellggy; y2jX1; X2), égales aux lois conditionnelles
p(Yi;Yi+1 JXi;Xj+1 ) pour touti = 1;:::;n 1, sont gaussiennes. i n'est pas
une CMC on note, en vertu de (4.11) et de la proposition 4¢u#,les transitions
p(zi+1 jzi) ne sont pas des lois gaussiennes (le dénominateur est ungedéla gaus-
siennes). En conséquenpéyjx) n'est pas une loi gaussienne. De plus, les lois mar-
ginalesp(yijx), qui ne sont pas gaussiennes, dépendent de tous;les: ; x, . Pour
montrer cette derniére propriété, on peut utiliser le fait gans une CMCouple les
processu¥X etY jouent des roles symétriques. En inverséngtY, on peut ainsi in-

ces quantités véri ent les récursions

1(y1) = p(z1), et

i+vn (Yier) = i (¥i)p(zi+1jzi)dy pour2 i n 1 (4.13)
R
Z n(yn) = 1 ’ et
i (vi) = L (Yi+1)P(Zi+1jzi)dyi« pourl i n 1 (4.14)

Cependant, contrairement aux récursions (4.7), (4.8)anticlculables car dé nies
par des sommes sur un ensemble de petites taille, les réesi(4i.13), (4.14), dé nies
par des intégrales, ne sont pas, sauf pouet ,, ;, calculables analytiquement.

Ainsi dans les CMCouples gaussiens et stationnaires, gaonepas des CMC,
les lois du bruitp(yjx) ne sont pas gaussiennes et sont impossibles & calculenCepe
dant, ces “dif cultés” expriment nalement une richessenet nuisent aucunement a
la recherche des loxijy).

En n, on peut également noter que les I@&/jXi; Xi 1) et p(yijXi;Xi+1) sont
des gaussiepnes, les |@§ijx;) sont des mélagges ttegaussiennes
p(yijxi) = P(Xi 1jxi)p(YijXisXi 1) = P(Xi+1 jXi)P(YijXi;Xi+1 ), etles

Xi 12 Xi+1 2

densités des loig(yijXi 1;Xi;Xi+1 ) sontde laforme

ooy Blyigxi 1 Xxi)p(YijXi; Xien)
p.(y'.Jx| 1,X..,x|+1) - p(Yijx1) - !
sités gaussiennes divisé par un mélangk densités gaussiennes.

, qQui est un produit de deux den-

4.3. Copules dans les CMCouples

L'intérét des copules réside dans leur pouvoir de modéldsmaniéere particu-
lierement élégante, les dépendances entre les varialdlamiabs. Plus précisément,
la dépendance est donnée par une « copule » indépendammarfod®e des lois
marginales. La théorie des copules est relativement aneifMEL 98] ; cependant,
leur introduction dans une chaine de Markov couple, que poésentons brievement
dans cette section, est relativement récente [BRU 05a, B3Rl O
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4.3.1. Copules

Nous appellerons « copule » toute fonction de répartifiate la loi d'un couple de
variables aléatoires prenant ses valeurs ¢@rig? dont les lois marginales sont des
lois uniformes suf0; 1]. Soith(ys;y»2) une densité de probabilité sR?, que nous
supposerons continukl, sa fonction de répartitiorh;(y1), h2(y2) les densités des
lois marginales, étl 1, H, les fonctions de répartition associées. Selon le théoréme d
Sklar, il existe alors une copule unique telle que (voir [NE8])

H(y1;y2) = C (Ha(y1); Ha(y2)) (4.15)
L @@@;v)
En dérivant (4.15) par rapport ayx, y2 et en posant(u;v) = —————=, nous
avons @uav
h(y1;y2) = hi(y1)ha(y2)c(Ha(y2); Ha(y2)) (4.16)

Réciproquement, en considérant des fonctions de répartiti, H, surR et une
copuleC, (4.15) dé nit une fonction de répartitiod surR?.

Finalement, nous pouvons dire que se donner unéifdevient a se donner le
triplet (H1;H2; C), ouH; etH, sont les lois marginales dé, et C est la copule
associée & par (4.15). Il en résulte qu'il est possible de construirg lés surR?
en considérant diverses marginales - et diverses copulesnaghiére indépendante.
En particulier, il est possible de fabriquer, a partir(&; Y2) avecH donnée, des
variables aléatoires réelles corrélées de marginalesaouglies. En effet, considérons
les marginale#i;, H, associées B , etH?, H? les nouvelles marginales souhaitées.
Enposanty?= (H?) 1 Hi(Yr) etYL=(HS) I H,(Y2), les variablegY Y,
sont corrélées et admettet), HY pour les fdr de leurs lois. En n, notons que la
copuleC associée & par (4.15) peut également étre vue comme la fdr du couple
(H1(Y1); H2(Y2)), dontles lois marginales sont ainsi bien les lois uniforsef0; 1].

Exemple 4.3.1

Soith(y1;y-) la densité gaussienne sR® dé nie par les deux moyennes nulles, les
deux variances égaleslaet par le coef cient de corrélation. Selon (4.15), la copule
gaussienne associée est donnée par

C(u;v)= H H, Y(u);H, Y(v) (4.17)
ou par sa dérivée
h H, Y(u); H, Y(v)

L= L W) e H, ')

(4.18)

Une copule gaussienne si®? est ainsi dé nie par un unique paramétre réel
Comme précisé ci-dessus, cette copule peut étre utilisée g@nir une loi d'un
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couple(Y1;Y,) de variables dépendantes, avec les marginales imposéesidée
rons deux variables aléatoires réell¥s, Y,, les fdr marginales-1, F, etf,, f, les
densités correspondantes. La densité suivante de la [0Yder2)

h Hy Y (Fi(y1) i Ho * (Fa(y2)
hy Hy ' (Fi(y) h2 H, P (Fa(y2))

dé nit alors la loi d'un couple de variables aléatoird¥;; Y>) dépendantes et telles
que les lois marginales admettent pour densftgé®t f,. Il est intéressant de noter
que lorsque les densitdg, f, sont gaussiennes, alofqy;;y2) donnée par (4.19)

est gaussienne. Bien entendu, on peut également considéfergaussiennes et une
copule différente de la copule gaussienne [BRU 05a].

f(y1y2) = f1(yn)fa(y2) (4.19)

4.3.2. Copules dans CMCouples
Soit une CMCouple stationnaige = ( X; Y ) dontla loi est dé nie pap(z;; z;) =

donc, dansle cas généria(k 1) densité; (y1;Y2) = P(y1;Y2iX1 = ;X2 = 15).
Chacune de ces densités dé nit une copule et deux lois malasisuiR?. Notons que
dans le cas particulier des CMC le nombre des marginalegdst d

Remarquons que la variation de la nature de la margip@lgx, = !;) avec
la classéd | peut se produire dans des images réelles, comme le moniffénéaites
études, en particulier celles présentées dans [GIO 97, MADE&L 02].

4.4. Estimation des paramétres

Le probleme de l'estimation des paramétres dans les chdidsarkov triplet
est identique a celui de I'estimation des parameétres danGlCouples; il est ainsi
possible de le traiter des a présent, dans un contexte piyesiLorsque I'on aborde
ce probleme dans le cas des CMC classiques, la méthode laqluent utilisée est
la méthode dite de « Espérance-Maximisation » (EM [MCL 9Zptte méthode est
fondée sur la maximisation, par une procédure itérativdadgaisemblance de la
chaine observée et peut donner, lorsque l'initialisati@stnpas trop loin des vrais
parametres, des résultats remarquables. Elle jouit daugsides résultats théoriques
partiels concernant son comportement asymptotique ; dicipigr, il est possible de
montrer qu'elle produit une suite croissante des vraisamt®s au cours des itéra-
tions. Cependant, en dehors des cas simples, les calclisitespdes différentes va-
leurs intervenant dans les itérations sont en général isilples et il est fréquemment
fait appel a des approximations, qui sont de nature a aenileis bonnes propriétés
générales du maximum de vraisemblance. Ces dif cultésan®pas moindres dans
les CMCouples, nous nous limitons a la présentation d'unthode différente, dite
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« estimation conditionnelle itérative » (ECI [PIE 92, PIEa])7 Cette derniére est fon-
dée sur un principe différent, qui utilise la notion de I'éspnce conditionnelle et ne
fait pas appel a la vraisemblance marginale du process@sw@dNotons cependant
que l'estimateur du maximum de vraisemblance a partir desiées complétes peut
intervenir dans I'ECI, garantissant ainsi une « optimaditénalogue a celle offerte
par la méthode EM. Il résulte du principe méme de I'ECI que $seren place est,
d'une part, plus simple et, dautre part, praticable dansamexte plus général que
celle de la méthode EM. Elle a été appliquée dans différemiedélisations com-
plexes comme champs de Markov triplets [BEN 05a, BEN 07a, BEb BEN 07b],
champs de Markov cachés évidentiels [BEN 01], ou chainekou@nnes ou semi-
markoviens cachées non stationnaires [LAP 06, LAP 07]. N®tpe les premiers ré-
sultats théoriques concernant le comportement asymptotig I'ECI, valables dans
le cas des observations indépendantes, sont récents [B]JEe0iés modéles marko-
viens présentent un treés intéressant champ d'investigatieéoriques possibles. En-
n, dans certaines paramétrisations des modeles exp@ieHCl et EM peuvent étre
équivalentes [DEL 97].

Nous présentons deux variantes de I'ECI bien adaptées ai@dDples et de gé-
néralité croissante. La premiéere variante est classigcenetrne les modeles paramé-
triques, la deuxieme concerne les mélanges généralisss glacant dans le contexte
des CMCouples avec copules, contient des aspects originaux
4.4.1. ECI dans un modele paramétrique

De maniére générale, considérons deux processus staglest; Y ) dont la loi

de l'estimation de a partir du processus, le seul observable. Il est alors possible
d'utiliser IECI sous deux conditions suivantes :

(i) il existe un estimateuf(X;Y ) de a partir des données compléfes Y ) ;

(ii) il est possible, pour tout, de simuletX selonp(xjy; ).

Notons le caractere trés peu restrictif de ces condition®ftet, (i) n'en est pas
véritablement une car s'il est impossible d'exhiber unmaateur a partir des données
complétes, le probléme de l'estimation a toutes les chadée insoluble a partir
des données incompletes. La condition (ii) est pratiquémoeours véri ée dans les
problémes de recherche dea partir deY par des méthodes bayésiennes; en effet,
ces dernieres requierent généralement la markovianp®de; ).

Le déroulement de I'ECI est le suivant :

(i) on considére ° valeur initiale de ;
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(i) on pose 4t = E[" (X;Y)jY = y; 9 pour les composantes de pour
lesquelles cette espérance est calculable;

(iii) pour les composantes de pour lesquelles I'espérance ci-dessus n'est pas

N . N .
w1 YOTLY) L (xEmy)
r m .

est « paramétrique » lorsque la fafiz1; z2) = p(X1;X2)p(Y1;Y2jX1;X2) dépend d'un
ensemble des paramétresDivisons les composantes du vecteuen deux sous-
vecteurs. Le premier dé nit la Igd(x1; X2) sur 2, et contient don&? composantes.
Le deuxiéme dé nit toutes les lojx(y1; Y2jX1; X2) et contientdon€k 1)k groupes
des composantes, chaque groupe correspondani®uxy) = (!;;!;). Si toutes
ces lois sont gaussiennes, chaque groupe contient cinqosamigs réelles : deux
moyennes, deux variances, et la covariance. Dans le casigauls vecteur admet
ainsik? + 5k(k 1) composantes.

An de simpli er les notations, posong(i;j) = p(x1 = li;x2 = 1) et j
le groupe des parametres dé niss@(y:;y2jx1 = !i;X2 = ). An d'appliquer
I'ECI, on doit considérer un estimate(i¢X; Y ) donné a partir des données complétes
(X;Y ). Les composantg¥(i;j ) peuvent étre classiquement estimées a partX de
par les fréquences

0(ij) = 1[X1=!i:Xz=!j]+ :1[X2n 1=!i?x2n=!l]; (4.20)

ou 1, est la fonction indicatrice de I'ensemble
L'estimation des groupes; a partir de(X;Y ) est possible dés que chaque groupe
i peut étre estimé a partir d'un échantillon produit p@ys; y2jx1 = !i;x2 = 1),

(X2 = i;X242 = !j). On dispose ainsi des échantillons des coufYes Y2i+1 )
des lois dé nies par les; , ce qui permet de considérer un estimat’équr Nous écri-
rons'\ij (x;y), sachant que dans cette écritﬁge(x; y) ne dépend que dg' , ce der-

A titre d'exemple, dans le cas gaussien les deux moyennésstmées par les
moyennes empiriques, et la matrice de covariance par laceake covariance empi-
rique.

L'estimateur"(X; Y ) étant dé ni par (4.20) et les estimateds(X; Y ), lappli-
cation de I'ECI se déroule de la maniére suivante. Le caledledpérance
E["(X;Y)jY = y; 9] donnant &1 est possible pour les composantes du premier
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sous-vecteur de donné par leg(i;j ). En effet, sachant que I'espérance d'une fonc-
tion indicatrice est la probabilité de I'ensemble corrasgent, en prenant I'espérance
conditionnelle de (4.20) on obtient

P (i) =
P(x1="'i;Xx2 = tjjy; 9+ ;p(in 1= tisxen = 1ijy; 9) (4.21)
avec les probabilitép(xzn 1 = !i;Xon = !jjy; 9) calculables par (4.10), section

4.2. Concernant les groupes des parameffed'espérance conditionnelle n'est pas
calculable et I'on utilise le point (iii) de I'ECI, utilisarles simulations. Notons que
la loi de X conditionnelle & = y étant une chaine de Markov avec les transitions
calculables par (4.9), section 4.2, les simulations nerqxes de probléme particulier.
Dans la pratique, on effectue souvent un seul tivefyet on pose i‘j‘” = Aij (x%y).

4.4.2. ECI dans un modele de mélange généralisé avec copules

Considérons une CMCouple stationnaire de loi dé nie par
pP(z1;22) = p(x1;X2)p(Y1;Y2)X1; X2). Supposons que chacune d&s 1)k densi-
tés marginaleg; (y1) = p(yijxi1 = !i;x2 = !;j) est d'une forme appartenant a
un ensemble des formes admissibles, qui sera nbtéA titre d'exemple on peut
imaginer, pour deux classes f! 1;! g, que ! contient deux éléments : « lois
gaussiennes » et « lois gamma »? = 2! contient trois éléments : « lois gaus-
siennes », « lois gamma », et « lois beta », & contient deux éléments : « lois
gaussiennes » et « lol§ ». Le probleme est alors double : identi er la forme de
chacune de ces densités et estimer les paramétres xannkitéelans la famille
identi ée. Ce type de probléme, traité dans [GIO 97] dansle @des CMC-BI, est dit
« estimation de mélange généralisé ». Nous décrivons ésapne démarche de ce
type étendue aux CMCouples. D'une part, elle généralisémaadche présentée dans
[GIO 97] et, d'autre part, elle généralise, par I'utilisatides copules, la démarche de
la sous-section précédente.

Nous avons vu a la section 4.3 que chacune (#tes 1)k lois pj (y1;Y2) =
P(Y1;Y2iX1 = !i;Xx2 = 'j) estdé niepark 1)k densités marginales@ 1)k co-
pules. Supposons que pour chadij¢) la forme de la copule associég@f(ys;y2)
appartient & I'ensemblX ! des formes admissible. Pour chadis¢ ) nous devons
donc:

(i) choisir dans I la forme de la marginalg; (y1) et estimer les paramétres
correspondants;

(ii) choisir dansX ! la forme de la copule donnée pay (y1;Y2) et estimer les
parameétres correspondants.
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Considérons l'estimation a partir des données complétssmiosonX = x =

Pi;Xai+1 = !j). On dispose ainsi, pour chaqggj ), d'un échantillon des couples
(Ya1; Y2141 ) dont les lois marginales appartiennent & une des fanfilfes : :; Fr"(i_j )

dans 1 = fF) ;:::;Fr”(i,j ,g- En supposant que ces familles sont paramétrées res-
pectivement parg Dl irj(i;j ) et qu'il existe des estimateurs adéquats, notons

A‘} ;:::;'\"rj(i_j ) les valeurs estimées. Ces valeurs donné€hnf ) densités « candi-
dates » ala bonne loi, et I'on choisit celle parmi ces cartd&lqui optimise un certain
critére qui peut étre, comme dans [GIO 97], la minimisatieeddistance de Kolmo-
gorov a I'histogramme. Notond{ , H3 les fdr des lois marginales ainsi estimées;

alors la loi du couple HE (Y1); Hg (Y2) est la copule recherchée. En supposant
qu'elle appartienta une des familleg ;:::;CJ, ., ) dansxii = fCJ ;:::5C) o,

on peut alors estimen(i;j ) « candidates » et choisir, de maniére analogue a celle uti-
lisée pour rechercher les lois marginales, celle qui misémin certain critére.

L'ensemble de cette procédure est ensuite intégrée da@s ¢k, a chaque itéra-
tion, x est remplacé pat“ simulé.

Remarque 4.4.1

Nous avons noté dans la Remarque 4.2.1 que I'habitude pasmdsidérer systéma-
tiqguement le processus caché comme markovien contribradiaplement & la persis-

tance de l'utilisation des « modéles de Markov cachés » (MN@¢c modélisations
simples des bruits. Notons également que les dif cultésidiét au plan théorique,

I'estimation des parametres, constituent probablemeptdeuxieme raison de la per-
sistence de ces modeéles. A titre d'exemple, les CMCouptdsévement mention-
nées dans [CAP 05] mais les auteurs renoncent & leur étuddesarésultats théo-

riques concernant I'estimation par le maximum de vraisembeé qu'ils considérent

par la suite sont intimement liés a la markovianité du precsscaché (page 5).

4.5. Chaines de Markov triplets

Le probleme demeure identique a celui considéré dans Iésseprécédentes :
retrouver la réalisation cachée de la chafna partir de la réalisation observée de la
chaineY . Considérer une chaine de Markov triplet consiste en 8uhtiction d'une

ser que le tripleT = ( X;U;Y ) est une chaine de Markov. Notons duigpeut avoir
une signi cation physique ou non ; notons également que ld@tl@CMT est stricte-
ment plus général que le modéle CMCouple ; en effet, dans MIET = ( X; U;Y)
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la chaineZ = (X;Y ) n'est pas nécessairement de Markov. Cependant, en posant
V = (X;U), la chaineT = (V;Y) est une CMCouple et il est possible d'utiliser
tous les résultats des sections précédentes. En pantitaliieéthode d'estimation des
paramétres (on dit aussi « d'apprentissage ») ECI est aiypicy compris dans le
contexte des copules.

En restauration bayésienne MPM, l'intérét des CMT résidesdafait que lorsque
le cardinal de n'est pas trop élevé les marginalegosteriorip(x;jy) sont calcu-
lables. En effetp(vijy) = p(x;i;uijy) le sont caiT = (V;Y) est une CMCouple, et
alors les loig(xijy) sont données simplement par

X
p(xijy) = p(Xi; uijy) (4.22)

ui 2
Nous obtenons alors un modele trés riche, pouvant donneali;n grand nombre de
modéeles particuliers. Nous étudions dans les sectionarsigis différentes situations
ou les différentes CMT sont appliquées, éventuellementalgidéne non supervisée, a
la restauration des données cachées. Nous nous limitoesdta section a I'énoncé
d'un résultat généralisant les différents cas particsligeés pratique pour mettre en
lumiére les différentes spéci cités des CMT particulierBssuite, nous présentons
deux exemples de CMT, illustrant leurs richesses et letférdnces avec les modéles
classiques.

Le résultat suivant, qui est une généralisation de la Pibpogt.2.1, permet de
construire différentes CMT particuliéres.

W, = (G;j;H;j) a valeurs dans un ensemble produitH . Soit une mesure -
additive sur , et soit une mesure -additive surH. Supposon$V de Markov et
notons avec la méme letteles différentes densités par rapport aux différentes me-
sures liées aux mesureset . En pratique, chacune des mesurest est soit la
mesure de comptage, soit la mesure de Lebesgue ; cepenelantedures mixtes, fai-
sant intervenir des masses de Dirac et la mesure de Lebggguent également étre
envisagées, comme dans [SAL 07].

Nous avons le résultat suivant, dont la démonstration sigthéma général de la
démonstration de la Proposition 4.2.1.

Proposition 4.5.1
SoitW = ( G; H) une chaine de Markov véri ant

(@) p(wi;wis1 ) nedépendpasde i n 1;

() p(wi = a;wi+1 = b) = p(w; = b;w+ = a) pourchaquel i n 1, a,
eth.
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Alors les trois conditions suivantes

(i) G est une chaine de Markov ;

(i) pourtout2 i n,p(hijg;g 1) = p(hijg);
(iiiy pour toutl i n,p(hijg) = p(hijgi),

sont équivalentes.

Nous présentons ci-dessous deux exemples. Le premidrdlligsfait que certaines
TMC peuvent étre de complexité comparable a celle du modidsique CMC-BI, et
le deuxiéme généralise les modeéles classiques de mélange.

Exemple 4.5.1
SoitT = (X;U;Y ) une CMT dont la loi est donnée ppfx+; us; y1) et les transitions
p(ti+1 jti) de la forme

P(ti+1 Jti) = P(Ui+1 Jui)p(Xi+a jUi+a )p(Yiea JU;,, ) (4.23)

Une telle CMT est relativement simple tout en étant tregdifite des CMC-BI clas-
siques. En particulier, on peut montrer les propriétés antes :U est une chaine de
Markov, aucune des chain&s, Y, (X;Y ) n'est de Markov, les chaines, Y sont
indépendantes conditionnellemerida

Cet exemple montre qu'il est possible de construire treplment des modéeles ex-
ploitables aussi simples que les CMC-BI et trés différeetsek derniers. En particu-
lier, aucune des trois propriétés suivantes dé nissan€CME-BI : (i) X est de Mar-

kov; (ii) les variables aléatoire¥; ;:::; Y, sont indépendantes conditionnellement a
X5 (i) p(yijx) = p(yijXi) pourtout| =1;:::;n, n'est nécessairement véri ée.
Exemple 4.5.2

Considérons le cas classique CMC-BI donp,ee par (4.1) etasqys que les densités
p(yijxi) sont des mélangexyijx; = !j) = |2, Ty (vi). De tels modéles sont

dits « modéles de mélange » et peuvent étre utilisés, notatmimesque la forme des
lois p(yijxi) n'est pas connue et ces derniéres sont approchées par daages|, par

exemple des lois gaussiennes [DIZ 07]. Un tel modele est W& dont la loi est

donnée pap(xy;Uus;y1) et les transitionp(ti+1 jti) de la forme

P(ti+1 jti) = p(Xi+1 JXi)P(Ui+1 JXi+1 )P(Yi+1 JUi+1 ; Xiv1) (4.24)
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avecp(ui = jxi = 'j) =y etp(yijui = 1;xi = ') = fyj (vi). Notons que
dans cet exemple nous avons

p(yijx) = p(yijxi) (4.25)

Considérons alors une CMT stationnaire et plus généraleaglie donnée par (4.24),
dont la loi s'écrit

P(ti+ jti) = P(Xi+1 5 Ui+t JXi5 U)P(Yiet JUj+1 3 Xi+1 ) (4.26)

et qui est telle qQUE(Xj+1 jUj+1;Ui) 6 P(Xj+1 jUj+1 ) et

p(Ui+1 jXi+1;Xi) 6 p(Uj+1jXj+1). La chaineV = (X;U) est alors de Markov et
p(yiju;x) = p(yijui;X;) : ainsi (V;Y) est la trés classique CMC-BI. Cependant, en
appliquant la Proposition 5.1 & = X etH = U, on note que la condition (ii) n'est
pas véri ée et donX n'est pas une chaine de Markov. On peut montrer de maniére
analogue qué&X;Y ) n'est pas de Markov non plus et, de plus, les variables aléa-

w2 POYIUIX) = o PO U)p(Uijx) = o POYiiXisui)p(uijx), ce
qui montre quep(y;ijx) est un mélange dont les coef cientéu;jx) dépendent de

extrémement riches : polirvaleurs possibles pour chaqug etm valeurs possibles
pour chaqueu,, le nombre des composantes dans le mélaggéx;) est demk" 1.

p(X ;uisyijxi) = p(yixii X ;ui)p(X ;uijxi) =
(xyiui) (x ;ui)
p(yijxi; u)p(uijx)p(x jx;) etmk™ * estle nombre de& ;u;) possibles.

(x sui)

Ainsi, ce modéle généralise de maniére conséquente, quigitaiavérer intéressante
dans les applications, les modéles de mélange classicares|almesure queyijXi)
est un mélange dmk" ! composantes au lieu de.

4.6. Chaines de Markov triplets et non stationnarité

Les CMTT = (X;U;Y) peuvent étre utilisées pour traiter du probléme de la
non stationnarité de la chai@e = ( X;Y ). La troisieme chain&) admet alors une

rité particuliere. Plus précisément, nous dirons qu'ureiod aléatoirZ = (X;Y)

est une « CMTm stationnaire » s'il existe une chaine aléatdifea valeurs dans
un ensemble den éléments telle qu& = (X;U;Y ) soit une CMT stationnaire.
En effet,U modélise alors le fait qu'il y aitn stationnarités différentes, présentes a
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des instants aléatoires, dans la chane ( X;Y ). Il est alors possible de s'intéres-
ser aux différents types de restauration. On peut, classiqut, recherchet = x,
comme décrit dans les sections précédentes. On peut égalemieresser au couple
(X;U) = (x;u), ou méme a la seule chaitk = u. La souplesse des démarches
bayésiennes permet alors, via différentes fonctions die pée proposer différentes
méthodes de segmentation, éventuellement non superfasgéiées sur la markovia-
nité de la loi conditionnelle(x; ujy).

L'intérét de I'utilisation des CMT dans le cadre des donr@maportantun nombre
ni de stationnarités a été validé dans le contexte de la segation d'images par
différentes expérimentations présentées dans [LAN 06, DANLAN 05], dont nous
présentons un exemple ci-dessous.

Notons que l'introduction d'une troisieme chaine moddiidas différentes sta-
tionnarités n'est pas originale car différents modeéles auiss», ou le processus des
sauts remplit ce réle, ont été proposés et étudiés. Ceptldans ces différentes mo-
délisations le processus des sauts est toujours suppokéviear, ce qui est, en vertu
de la Proposition 5.1, est un cas particulier relativememntraignant du cadre des
CMT considéré dans cette section.

Exemple 4.6.1

Considérons l'image binaire du zébre, de taille 256x25présentée a la Figure 6.1.
L'image est donnée par une grille carrée de pixels, chaquelpitant noir ou blanc.
La grille est transformée en une suite selon le « parcours iflee-Peano », comme
proposé dans [GIO 97]. On obtient ainsi une chake= X, I'image observée deve-
nant une chain& = vy. Le bruitage synthétique est gaussien et spatialement indé
pendant, de variance un pour les deux classes, et des m®/e@eepectivement, de
0 et de2. En dehors du probleme de la stationnarité le bruitage cgpmnd ainsi au
modéele classique CMC-BI. L'image observée est alors sefraate deux manieres
différentes : en utilisant le modéle classique CMC-BI, etiglisant le modéle triplet
avec la loi donnée par

P(X1;u1;y1) = P(X1;U1)p(yjX1),

P(ti+1 jti) = P(Xi+1 ; Uis jXi; Ui)P(Yisn [Xi+1 ) (4.27)

Notons que la CMT utilisée est relativement rudimentaire particulier,U etY sont
indépendantes conditionnellemenxa La méthode classique donie! = &*, avec
un taux d'erreur de 7.2%, alors que la méthode utilisant laTtbnneX 2 = X2, avec
un taux d'erreur de 3.5%. Dans cet exemple on considere guldte dans l'image
trois stationnarités différentesn( = 3). La recherche d& = u donne alors) = 4
également présentée sur la Figure 4.1 et I'on constate gei¢rdés zones de station-
narités différentes, que sont le fond (stationnarité « mgirles bandes relativement
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larges présentes sur le corps de I'animal (stationnaritéis ¢), et les bandes relati-
vement étroites présentes sur le cou et les pattes de l'drfgt@ionnarité « blanc »)
sont bien retrouvées.

Figure 4.1. (a) ImageX = x d'un zebre , (b) sa version bruitéé = y par du
bruit gaussien indépendant, (c) segmentation non supE\isilisant les
CMC-BI =7:2%, (d) segmentation non supervisée utilisant les CMT :
= 3:5%, (€) segmentatiod = 4 en trois stationnarités différentes utilisant

les CMT. désigne le taux d'erreur.

Des études similaires ont été menées dans le cadre de larsagjored'images par des
méthodes fondées sur les champs de Markov triplets [BENEESK, 05b, BEN 07b].
En particulier, de telles modélisations et méthodes déetrant associées semblent
trées prometteuses dans le traitement de l'important prélde la classi cation des
textures [BEN 07a, BLA 07].

En n, mentionnons que les chaines et champs de Markov tsiplermettent I'uti-
lisation de la théorie de I'évidence de Dempster-Shafes tanontexte markovien ce
qui, en particulier, permet également I'étude des donnéastationnaires [LAN 05,
PIE 06].

4.7. Chaines semi-markoviennes cachées et chaines de Markadplet

Dans de nombreux domaines d'application, les CMC-BI se awétées insuf -
santes et il a été fait appel a des modéles plus générauxctia$nes semi-markovien-
nes cachées» (CSMC). On peut citer les applications en segtioas d'images médi-
cales [FAI 05], traitement de la parole [MOO 04], ou pours{i¥U 03] (notons égale-
ment les modéles hybrides, mélangeant les aspects « HMCHSRC » [GUE 05]).
Sachant qu'une distribution semi-markovienne peut-étre @omme la distribution
marginale d'une distribution markovienne, il s'avére qas LSMC sont des CMT
particulieres. Cette situation permet de proposer, damadre uni é, diverses exten-
sions des CSMC classiques que nous décrivons succinctelaesta suite de cette
section.
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4.7.1. Chaines semi-markoviennes cachées comme CMT particuliers

Considérons un processMs = ( X1;:::;; Xp; i), avec chaqu&; a valeurs dans
= flq;:1 kg X est une chaines « semi-markovienne », si sa loi est donnée par

la loi de X 1, notéep(x1), la suite des matrices de transitigu(Xijx; 1))i 2 véri ant
p(xijxi 1) =0 pourx; = X; 1, etk suites de lois suN . Pour chaque=1;:::;k, la
suite des lois correspondantes sera nptégx, = ! ;). Une réalisation de la chaine
semi-markovienn&X = (Xg;:::;Xp; 1) est obtenue par : (X1 = X3 est simulé
selonp(xy); (i) on simule un entier naturdN; = nj; selonp (:jx1); (iii) pour
1 i ng,onpose; = Xg; (iv) onsimuleX,+1 = Xn,+1 Selonp(Xn,+1jXn,);
on simule un entier naturé&l, = ny selonp (;jXn,); ... .
Une chaine de Markov est alors une chaine semi-markoviesmtieydiere dans la-
quellep (:jxn = '), qui est la loi du temps de séjour danssachant que I'on y
arrive a l'instantn, sont des lois exponentielles. L'origine de l'introductides CSMC
vient de la constatation selon laquelle dans un certain neadphénoménes réels, la
loi de la durée des séjours dans un état n'est pas exponentiel
En considérant un processus réel obs&fve ( Y1;:::; Yn; ::2), laloi d'une CSMC est
obtenue en dé nissamtyjx) de la méme maniére que dans les CMC : pour chaque
etX = (Xg;u5Xn), Y = (Y1525 Yn), on posep(yjx) = p(Y1jX1):::p(YnjXn). On
montre alors que les CSMC sont des TMC particuliers et offdemc, au prix d'une
plus grande complexité des calculs, mémes possibilitésaiternent que les CMC.
La chaineU est telle que pour chaque U, modélise le temps restant de séjour de
X dansxp. Si ce temps est supérieurléon a ainsiU,+; = U, 1. Nous avons
donc le résultat suivant :

Proposition 4.7.1

Une chaine semi-markovienne cachée est une chaine de MegtevT = ( X; U; Y ),
avecU, avaleurs dan§\ , dé nie parp(x1; u1;y1) = p(X1)p(uijx1)p(yijx1) etles
transitions

P(Xn+1;Un+1;Yn+1jXn;Un;Yn) = P(Xn+1jXn;Un;Yn)

P(Un+1JXn;Un;Yn;Xn+1 )P(Yn+1 ]Xn;Un} Yn; Xn+1 ; Un+1) (4.28)
données par (désignant la masse de Dirac) :

(Xn) siup > 1

P(Xn+1iXn;UniYn) = POnesiXnitn) = o * T G = 1 (4.29)
P(Un+1 JXn; Xn+1 ;Un;Yn) =
_ - oy (un 1)siup>1
= PlUn+1 Xnea i) = P(Un+1JXn+1) Siup =1 (4.30)
P(Yn+1JXniUn;¥YniUn+1 i Xn+1) = P(Yn+1 jXn+1) (4.31)

Preuve 4.7.1La preuve est immédiate.
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4.7.2. Extensions de chaines semi-markoviennes cachées

Le résultat de la Proposition 4.7.1 permet de proposer,ibsaut divers résultats
récents portant sur les CMT, deux séries de généralisatem&€SMC.
Dans la premiéere série, nous restons dans la modélisativdrajé 4.28, en envisa-
geant diverses extensions des identités 4.29-4.31.
Une premiére généralisation est obtenue en remplagant4da@(xn+1 jXn) par
P(Xn+1jXn;Yn) (pouru, =1). Andejusti er l'intérét de cette extension imaginons
que les indices des divers processus sont les pixels d'gne dans une image numé-
rique représentant une sceéne de trois classes « eau », todéseforét ». Chaqux ,
prend ses valeurs dans f! 1;! ,;! 30, chaqueY,, prend ses valeurs dans un sous-
ensemble d® des valeurs numériques possibles, et Ig(ghjX,) modélise - entre
autres - la « variabilité naturelle » (sable de diversesreafwerdure de la forét, cou-
leur de l'eau, ...). Poux, = ! 3 etu, =1 on sait que la forét s'arréteraet la proba-
bilité p(xn+1 jxn = ! 3) est celle d'avoir la classe « eau » ou « déserh»+a . On peut
alors imaginer que la probabilité d'avoir « eau n & 1 dépend de I'aspect de la forét
an : plus cette derniére est verte, plus I'on a des chancesidded'eau an+1. Cela
signi e que remplacep(Xn+1 jXn) parp(Xn+1jXn;Yn) peut avoir une justi cation
physique. De plus, il est maintenant avéré que ce type disida peut améliorer les
traitements de maniére signi cative. En effet, appliquéeslle contexte plus simple
ou remplacep(Xn+1 jXn) parp(Xn+1 jXn; Yn) conduit au passage des chaines de Mar-
kov cachées aux chaines de Markov couples, elle a permigtianer notablement la
qualité de la segmentation statistigue non supervisée rtigiroes images [DER 04].
Méme type de raisonnement aboutit & une justi cation de leégdlisation de I'équa-
tion 4.31 qui consiste en le remplacementmen+1 jXn+1) par p(Yn+1 jXn+1 ; Xn),
ce qui constitue une deuxieme extension du modeéle 4.29-8&&hant que, +; re-
présente le temps de séjour résidueKde; ; X n+2 ; ::: dansx,, on peut imaginer, en
reprenant I'exemple ci-dessus, que I'aspgct de la classe&,+1 (un arbre isolé pré-
sente des caractéristiques moyennes différentes d'ue aitoé dans une forét), que
P(Yn+1 JXn; Xn+1 ;Un+1) 8 P(Yn+1jXn;Xn+1 ). De plus, on peutimaginer que 'aspect
moyen (donc la loi dé,,+1 ) de la classey+1 est différent selon qu'il y a change-
ment de classe entreetn + 1 (ce qui équivaut &, = 1), ou pas (ce qui équivaut a
un > 1). Cela signi e quep(yn+1JXn;Un;Xn+1;Un+1) 6 P(Yn+1)Xn;Xn+1;Un+1).
En n, on pourrait également imaginer qpéun +1 jXn+1 ) dans 4.30 dépend aussi de
Yn.
Lorsque l'on considére simultanément ces différentesnskbas, les formules 4.29-
4.31 deviennent :

P(Xn+1 JXn;Un;¥Yn) = P(Xn+1jXn;Un) = (Xn) Siu, > 1,
etp(Xn+1JXn;Yn) Sit = 1: (4.32)

P(Un+1jXn; Xn+1;UnsYn) = P(Un+1jUn;Xn+1) = (Un 1) siuy > 1

etp(Un+1 jXn+1;Yn) Siup = 1: (4.33)
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P(Yn+1JXn;Un;Yn; Un+1; Xn+1 ) = P(Yn+1]Xn; Un; Un+1 ;Xn+1) (4.34)

Les extensions 4.32-4.34 des transitions 4.29-4.31 adntedinsi des justi cations
concrétes; en d'autres termes, 4.29-4.31 sont des singpibns des situations réelles
pouvant s'avérer préjudiciables a la qualité des traitdmen

La deuxieme série d'extensions est obtenue en exploitafaitlgue la CMTT =
(X;U;Y) de la proposition de la section précédente est égalementi@ouple

T = (V;Y), avecV = (X;U). On peut alors appliquer le passage classique d'une
chaine couple a une chaine triplet en considérant un pres&gent

W = (Wq;: Wy i), chaquew; prenant ses valeurs danss f 1;:; g, et
une nouvelle chaine tripl@t°= ( V; W, Y). Tous les cas considérés dans la premiére
série ci-dessus peuvent alors étre étendli€ @ remplacant, dans toutes les transi-
tions gurant dans chacun des modeles,(besu) par les(x; u; w). Les modélisations
de la premiére série permettent d'estinferu) et donc celles de la deuxiéme série
permettent d'estime(ix; u; w). Ces diverses estimations donnemecherché.

4.8. Chaines auxiliaires multi-variées

Les différentes propriétés des chaines aléatoires caniggdisées par des CMT
discutées dans les sections précédentes peuvent étreé@e@es simultanément, ce
qui aboutit a un grand nombre de modéeles particuliers. Gsli@mt & considérer une
chaine auxiliairdJ sous forme multi-variéd) = (U?;:::; U9), ol chaque)’ modé-
lise une certaine propriété, éventuellement parmi cellestionnées dans les sections
précédentes. On arrive rapidement a des modéles assezesesplont la mise en
oeuvre, notamment dans les cas des méthodes de traitentestipervisé, devient
rapidement relativement lourde. Il se pose alors, au plafutité pratique de tels
modeles, au moins deux questions :

—les CMC-BI classiques ayant fait preuve de leur grandegstalsse, le gain dQ
a la grande généralité de tels modéles, méme dans I'hypotedutilisation des
parametres optimaux, est-il suf sant pour justi er leuilisation ?

— la quantité des parametres croissant rapidement dansoldsles faisant appel
aux chafnes auxiliaires multi-variées, les méthodes dedgtimation permettant des
traitements non supervisés ne risquent-elles pas, notahaas des cas trés bruités,
d'étre mises en défaut ?

Il est trés dif cile de répondre a de telles questions de mangénérale ; de plus, I'in-
troduction de ces modeles est trés récente et I'on disposatezement peu d'études
pratiques. Cependant, les résultats de certaines de cEsé&ont trés encourageants.
Nous présentons ci-dessous des résultats concernant [Esn@idélisant simultané-
ment la semi-Markoviannnité de la chaine cachée et sa ntarstarité [LAP 06].
Considérons une CMT = (X;U;Y), avecU = (UL U?), X = (X125 X0),

Ul = (Uf; 50U, U2 = (U205 U2) etY = (Yg;:5Y,). Les variablesK;, Ul

U? et prennent leurs valeurs respectivement dars f! ;25149 1 = N,
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> = f1;::;mgetR. Le processus/! modélise la semi-Markoviannité dé et le
processus)? modélise sa non stationnarité. La loi @eest donnée pap(t1) et les
transitiong(ti+1 jti) qui peuvent présenter un grand nombre d'écritures paigias.
Considérons d'emblée le cas particulier suivant

P(tis1jti) = p(uZq jxi;ul; u?)
P(Xi+1 U2y X0 U UP)P(Uy [Xier s UZ s Xis U UZ)P(Yiee jXie1)  (4.35)

avec
2 iyoonle2y = 2 Sl 1
P(Ufsy JXis Ui uf) = 2 (uihy ) siuf > 1

etp(u?, ju?) siut = 1; (4.36)
P(Xi+1 JUfiy s Xis U UD) = (Xivn ) Siuf > 1
etp(Xi+1 ju?y ;xi) siut = 1; (4.37)

P(U iXi5 Xien s U Uf U ) = g a(Ufg) siuf > 4
etp(ul, jXi+1 ;U%, ) siut = 1; (4.38)

On suppose par ailleurs que par= 1 dans 4.37 on @(Xj+1 = XijuZ;Xj) =0 ;

la réalisationU! = ul représente alors le temps exact restant du séjour de laechain
X dans l'étatx; .

Ce type de modéles a été étudié dans [LAP 06] et les premisntats numériques
sont encourageants. Ces résultats concernent un modéternégnt différent du mo-
dele précédent, la différence consistant dans le fait quedobnsidere 1 = f1;:::;1g

ni et, pour u! = 1 dans 4.37, on suppose gp&i+1 = Xiju?, ;Xi) peut étre non
nul; la réalisatiord! = u! représente le temps minimal restant du séjour de la chaine
X dans I'étatx;. Un tel modéle s'apparente a un modéle de chaine de Markov ca-
chée trés classique. En effet, la chathe ( X; U !; U?) est une chaine discréte nie,
chaqueV; prenantsesvaleursdans 1 .= fl ;g f Lolgf 10 mg,

et elle est classiguement bruitée péy;jvi) = p(yijXi). En considérant station-
naire, sa loi est dé nie pap(ty;t2) = p(vi; v2)p(y1jx1)p(y2jX2). Dans le cas gaus-
sien, nous avons ainsi, dans le cas le plus géngkhh)? paramétres dé nissant
p(v1; V), ainsi quek moyennes, et variances dé nissant les loy;jXi).

Notons que I'hypothésp(yijvi) = p(yijxi) implique que les chaines et (U'; U?)
sontindépendantes conditionnellement a la ch&imme qui pourrait, a priori, préjuger

de la dif culté de I'estimation dgU*; U2). Cependant, une telle dif culté n'apparait
pas dans la pratique.

Nous présentons ci-aprés deux séries de résultats.

Dans la premiére, nous simulons une chaine de Markov triplet ( X;U;Y ) vé-

ri ant 4.35-4.38, avec 4.37 modi é comme précisé ci-desdtssuite, la réalisation

Y = y est segmentée par trois méthodes MPM, fondées respectivsare

— les chaines de Markov cachées avec bruit indépendant (B €assiques;;
— les chaines semi-markoviennes cachées avec bruit indépg(CSMC-BI) ;
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— et le vrai modéle CMT ; qui est une chaine semi-markoviemobée non sta-
tionnaire (CSMCNS-BI).

L'objet de cette étude est de tester si les deux premiérdsanés sont capables d'ap-
procher, en qualité, la solution optimale donnée par |sigaie.

Le modéle CMT considéré est le suivant. Soiknt 2,1 = 5 etm = 2. Les
deux gaussiennes modélisant le bruit ont la méme variantencme égale 4, et
. . 0:999 Q001
. 2 2\ —
les moyennes dé& et 1:5. Par ailleurs, on prenp(uf,, juf) = 0001 0999
dans 4.36,
0:99 001 0:7 03

p(Xi+1 jui2+1 =0 ) Xi) = 0:01 099 et p(xi+1 jui2+l =1 ) Xi) = 03 07
dans 4.37, ep(ul, jXi+1 ;UZ, ) = 0:1dans 4.38.

(@ X = x (by U2 = u? Y=y

(d) CMC-BI taux (e) CSMC-BI taux (f) CSMCNS-BI (g) u?
d'erreur de 34% d'erreur de 22% taux d'erreur de
17%

Figure 4.2. Réalisation déX; U 2;Y) et segmentations non supervisées avec
CMC-BI, CSMC-BI et CSMCN®? est I'estimée d&J? = u? avec
CSMCNS-BI.

Les parameétres dé nissant les lois respectiveX deécessaires a la mise en place
des segmentations fondées sur les CMC-BI et CSMC-BI somésta partir deX .
Les résultats présentés a la Figure 4.2 montrent que la chéfoadée sur le modele
classique CMC-BI donne des résultats relativement mée#aussi bien du point de
vue visuel que quantitatif, avec un taux d'erreurd®a Ces résultats sont améliorés
par la méthode fondée sur le modéle CSMC-BI ; visuellementammence a distin-
guer les deux stationnarités, par ailleurs le taux d'erpasse 2% Cette premiére
comparaison montre que la semi-markoviannité des donébges ne peut pas étre
négligée, malgré la trés bonne robustesse des CMC-BI glessi Il est également
intéressant de noter que cette premiere comparaison &stifais un contexte des
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données non stationnaires, qui ne correspondent a aucaiedesnodéles comparés.
En n, la segmentation optimale utilisant le modele CSMCRISdonne de trés bons
résultats visuels, le taux d'erreur devenai®a Cet exemple met ainsi en lumiére
I'existence d'une situation simple ot les CMC-BI classigsent inopérants; de plus,
['utilisation simultanée des deux chaines auxiliaireshpetrd'améliorer les résultats
obtenus avec l'utilisation d'une seule d'entre elles.

Dans la deuxieme série nous considérons des données quirespamdent a aucun
des trois modeéles ci-dessus et I'objet en est de montrast@&xce des situations dans
lesquelles I'utilisation de la CMT, soit la modélisatiorgiis compléte et la plus com-
plexe des trois, présente un intérét. Les parametres rad@ssa la mise en oeuvre des
différentes méthodes sont estimés avec I'ECI. Ainsi, lmif de cette série de résul-
tats est d'apporter des éléments de réponse a la deuxiérataque-dessus : malgré
une plus grande complexité impliquant un plus grand noméedameétres a estimer,
les traitements fondés sur le modéle CSMCNS-BI sont les gflaaces, malgré un
niveau trés élevé de bruit.

Nous considérons une image dessinée a la main, représdat&egare 4.3. On dis-
tingue deux types de stationnarités - on dit aussi deux urest> qui sont considérées
comme une réalisation? de la chaine auxiliair®?, et également représentées a la
Figure 4.3. Limage des classes = x est ensuite bruitée par deux gaussiennes de
moyennes 1 et 1.5, et de variance 1, donnant l'image obséfvéey. Comme ci-
dessus, cette derniére est ensuite segmentée par les étbisdas bayésiennes MPM
non supervisées, les parametres étant estimés par desdesetimtype ECI, fondées
sur les trois modeles CMC-BI, CSMC-BI et CSMCNS-BI. Nous statons que la
tendance de la série précédente persiste : 'utilisatiomddéle CMC-BI donne des
résultats médiocres, avec un taux d'erreur3@&, CSMC-BI les améliore avec un
taux d'erreur de23% et CSMCNS-BI donne des meilleurs résultats avec un taux
d'erreur del4% Par ailleurs, les trois méthodes d'estimation des panaséliu bruit
donnent des résultats comparables, présentés dans laddblk en résulte que mal-
gré la généralité croissante des modeéles, impliquant lebn@kroissant des parame-
tresa estimer et donc la dif culté croissante a le faire @mablement, la qualité de
I'estimation obtenue dans les trois modéles est comparable

Ainsi cette deuxiéme série d'expérimentations nous pediaétrmer I'existence de
situations dans lesquelles les questions (i), (ii) poséekeaut de la section admettent
des réponses. En effet, il apparait que les traitements uqpengsés fondés sur les
CMC-BI peuvent étre inef caces et les CSMSNS-BI assurestsigutions de qualité
tout-a-fait intéressante. Il est également intéressamiotier que les résultats fondés
sur les CSMC-BI sont, comme dans la premiére série de résultdessus, de qualité
intermédiaire, ce qui montre que l'ajout des chaines aairdls successives améliore
les résultats obtenus sur des données ne suivant, a ptiodnanodeéle. Concernant
le comportement de I'ECI, nous notons la bonne estimatienpdeameétres du bruit.
En n, il est & noter que le parcours de Peano appliqué a l'atée des pixels produit
une chaine non stationnaire, méme dans le cas des imagesrsies « visuellement
», ce qui renforce l'intérét des résultats.
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(@ X = x (b) U2 = u? Y=y
(d) CMC-BI  (¢) CSMC-BI  (f) CSMCNS-BI (@) u?
= 35% =23% = 14%

Figure 4.3. Réalisation d€X; U ?; Y) et segmentations non supervisées avec
CMC-BI, CSMC-BI et CSMCNS.représente le taux d'erreur et® est
I'estimée deU? = u? avec CSMCNS-BI.

Classe CMC-BI CSMC-BI CSMCNS-BI
MoyenneEcart-typeMoyenneEcart-typeMoyenneEcart-type
I 0:84 0:91 1:.09 1:.04 0:9 0:94

Iy 1:65 0:89 1:46 1:02 1:49 0:99
35% 23% 14%

Tableau 1Estimation des paramétres de bruit, correspondant aux éesnle la Figure 4.8,

par la méthode ECI dans les trois modéles CMC-BI, CSMC-BISMICNS-BI. est le taux

d'erreur obtenu en appliquant la méthode bayésienne MPNtatit les parametres estimés.

4.9. Conclusions et perspectives

153

Nous avons exposé dans ce chapitre certains résultatss@msternant les mo-
deles « chaines de Markov triplet » (CMT)= ( X;U;Y ), ou le processus observé
Y est a valeurs continues, alors que le processus céchainsi que le processus

auxilliaire U sont a valeurs dans des ensembles nis. Un tel modele offectiés

grande variété de modeéles particuliers. Certains d'entresent des extensions des
modélisations classiques; d'autres permettent de trdigsrcas importants pour la

pratique, comme celui des processus aléatoires non staties. Des CMT de com-
plexité croissante permettent également d'aborder, darsadre uni é, des problé-

matiques réunissant plusieurs aspects classiques. Boufiart des résultats de seg-
mentation des chaines semi-markoviennes cachées namstities ont été présen-
tés. En n, la théorie des copules, récemment introduitesdartadre des modéles de

Markov couples [BRU 05a, BRU 05b], permet des modélisatioés complétes du
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bruit. Dans tous les cas de gure la méthode générale d'ayissage « Estimation
conditionnelle itérative » (ECI) permet d'estimer les paédres des divers modéles et
autorise ainsi la conception des méthodes bayésiennesipervisées de segmenta-
tion.

Notons que des études similaires du modéle ou les trois ehXinU et Y sont
continues, sont en cours et un certain nombre de résulataiEgeants ont été pu-
bliés [FQU 06, DES 03b, DES 03a]. L'adjonction Hepermet de considérer les pro-
blemes classiques de ltrage ou de lissage dans des modéekeg@néraux, de na-
ture a mieux correspondre aux données réelles. En paeticati montre que tous les
traitements, qu'ils soient exacts de par la nature gaussieles processus considé-
rés [FQU 06, DES 03a], ou approchés par des techniques @dgdtou lissage par-
ticulaire [DES 03b], s'étendent aisément aux nouveaux nesd€omme dans le cas
considéré dans le présent chapitre, l'introduction de &iroh auxiliaire permet ainsi
de proposer des modeéles trés généraux, dans lesgers) n'est plus nécessaire-
ment markovienne [DES 03a].

D'autres possibilités de mixer les chaines a valeurs coasimvec celles a valeurs dis-
créetes existent et permettent la conception des modélisaét des traitements asso-
ciés originaux, susceptible de mieux correspondre a unioartombre de situations et
ainsi améliorer les résultats obtenus avec des démardmsqies. Citons I'exemple
traité dans [BEN 07a], ou la chaiie est discréte alors que les chaigetY sont
continues. En n, le choix entre « discret » et « continu » higass exhaustif et il est
possible de considérer des chaines composées des vaddbiestant pour lois des
lois « mixtes », comportant simultanément une partie coetiet une partie discréte.
Les premiers modeles de ce type ont été proposés dans letsdes données in-
dépendantes dans [CAI 93]; ensuite, différent modeles dkdwacachés a « états
mixtes » ont été introduits (champs [PIE 94], chaines [GER&2rbres [MON 03]).
Ces différents modeéles ont été généralement utilisés amede segmentation oue
[CAR 06, RUA 00, RUA 02, SAL 06]; notons également une intétption de la par-
tie continue de la mesure mixte plus générale, récemmdisietipour modéliser les
textures dans [BOU 06]. Tous ces modeéles peuvent étre &endumodeéles triplets
et la premiere étude de ce type, traitant de la non stati@@nast trés encourageante
[SAL 07].

Les modeles de type « chaine de Markov » étudiés dans cergsptendent rela-
tivement directement aux modeles de type « arbres de Markon présentent égale-
ment de multiples possibilités d'applications, notamnamimagerie multirésolution.
Les premiéres modélisations de type « Markov couple » [DE®ES 06, MON 03],
aisément généralisable aux Markov « triplet » sont ainstesptibles de béné cier
des différentes généralisations étudiées, ou simplemguyésées dans le cadre des
chaines. Par ailleurs, un certain nombre de considératigmssées dans ce chapitre
dans le cadre des chaines de Markov s'adaptent aisémentgxendes champs
de Markov. Les champs de Markov triplet [BEN 05a] permettensi des modélisa-
tions et des traitements des champs non stationnaires [BBN 6u des traitements
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de l'important probléme de classi cation des textures [B&bb, BLA 07]. Notons
gu'un lien avec la « théorie de I'évidence », non exposé darchapitre, a également
été établi et étudié dans [BEN 05a, PIE 06]. D'autres mod#tias décrites dans ce
chapitre dans le cadre des chaines de Markov, en particgliess faisant intervenir
des champs auxiliaires multivariés ou des mesures de piiddabixtes, font ainsi
partie des perspectives les plus prometteuses. Notonsegudiftérentes considéra-
tions peuvent étre étendues aux modeéles graphiques marisogénéraux. De plus,
ces extensions peuvent étre envisagées dans le cadre dekesegartiellement de
Markov », comme proposé dans le cas des chaines dans [PIEe8Fjremiéres études
de tels modéles, autorisant I'introduction des bruits « &nmiée longue », donnent des
résultats encourageants [LAP 07, LAN 08].

En n, notons la possibilité de considérer des observatmnokivariées, y compris de
nature différente comme dans [BRI 06, BRI 08], ce qui démliétiles possibilités de
conception des modéles de Markov triplets originaux.
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