EXERCICES DU CHAPITRE IV

EXERCICE 1

1. On avu en cours que le ade C(7, 4) est un code parfait. La distance minimum de ce ode
étant d, = 3, il est 1-corredeur. On sait auss que s plus d'ure areur est commise, alors le

principe du démdage adistance minimum indura systématiquement une ereur sur le mot. En
conséquence, |'événemedt ={dédsion correcte} s'écrit;

D, ={aucune erreur sur les 7 éléments binaireg U{l erreur parmi les 7 élements binaires}

Pour effeduer le cdcul de P{ DC} , il faut conreitre la probabilit € d'erreur sur un canal binaire
symétrique (par élément binaire).

1-1t
0 > 0
Pl
1 > 1
1-1t

P{erreur} = P{"0" émis N 1" regu} + P{"1" émis N "0" regu}
P{erreur} = P{"1" recu / "0" émig P{"0" émig + P{"0" requ / "1" émig P{"1" émig
soit P{erreur} = ix P{"0" émig +ix P{"1" émig = 1{P{"0" émig + P{"1" émig]|=m

On déduit alors;
P{D.} =(1-m)’ +Cin(1-m)°

En prenantt=01, on obtientP{ DC} =0,85.
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2. Nous alons montrer que le cana obtenu en englobant codeur, canal binaire symétrique &
déwdeur est un cana symétrique. Remarquors tout d'abord gue lataill e de I'alphabet d'entrée

et par conséquent de sortie, est K =2* (corresponcant au nambre de mots binaires contenant
4 ééments binaires d'information). D'autre part, nows allons établir que la probabilité qu'un
mot code Csoit interprété en unmot code C; n'est fonction que de la distance entre C et
C.

it

Considérons a ce effet deux mots code C et c tels que d(Ci ,Cj) =1.0On naen lalongweur

-1
des mots. La boue fermee cetreesur C (resp. C;) et de rayon 1= entéd“?g contient 8

mots;

- le centreC, (resp.C,),
- 7 mots différant de&C; (resp.C,) par un élément binaire sur sa péripherie.

Pour queC; soit interprété erC,, trois cas sont possibles:

- C est directement transformé €n. La probabilité de cette occurrence est;

T Q-n"',

les| éléments binaires _
qui different de C, ac, e ares

- C est transformé en |'un des mots qui différent de C; d'unélément binaire choisi parmi les|

n-(1-1)

qui different deC, & C; . La probabilité correspondante &tm'™(1-)
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- G est transformé en I'un des mots qui différent de C; d'unélément binaire dioisi parmi les
n—1 qu sort identiques de C & C,. La probabilité swciée & C-, ™ (1-m)" ", On
obtient donc;

P{C, - c,.} =1 (1-m"" +1 - )" + (n- 1) (2

On constate que cdte grandeur ne dépend que des grandeurs fixées n, Tt et de la distance
1=d(c.c).

Pour construire lalignei de la matrice de transition, on @rt du mot code C. et on cdculetous
les d(Ci ,Cj). On a bien sur pour un mot co@e;

d(c..c,)=wc +c ) =wc,)

(le code etant linéaire;; +C; est un mot code que I'on naty)

S C,' désigneunmot code different de C,, dors C +C,'# C +C; (ca uncode est un sous-
groupe additif). Et sion not€ '=C +C,', on aurad(Ci ,C; ) = W(Ck )

Par conséquent, partant de C., on \adéaire tous les poids des mots code. Et on procédera de
méme pou chaque ligne. Ainsi on peut affirmer que toutes les lignes nt identiques (a des

permutations prés). Et comme la distance et une grandeur symétrique, les colonnes seront,
elles aussi, identiques (a des permutations pres).

Donc le canal est symétrique.

Le probléme ansiste maintenant & cwmparer la cgadté du canal réd (sansla cdculer) avecla
capacité du modele proposé.

Notons que la matrice de transition dumodele, comme cdle du cana réd, a ses colonres
identiques (& des permutations pres). La cmnséquence et que laloi de la variable de sortie Y
serauniforme si laloi delavariable d'entréeX est uniforme: les canaux étant symétriques, on
sait que les capacités sont atteintes pour des lois uniformes sur l'entrée.

Ainsi Hmodéle(Y) = Hcanal réel (Y)

Il reste acomparer H, .(Y/ X)et H, .« (Y/X). Enfait, laloi de Y éant uniforme, il
nous suffit de comparef __..(Y/ X) et H_, , « (Y/ X = a).

Pour le modéle, on chaisira q de telle sorte que q = P{CI - Q} = P{DC}. On oltient les
schémas:
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modéle cand réd

3 99 3 3 o a
p P1

a &
P,

=2 &
p Px-1

q+(K-1)p=1 lesvaleursp, ne sont pas toutes égales,

elles dépendent de ladistance entre g €t g

Considérons alors les deux vecteurs de probabilité;

(n)- =(@.p.p.p) et(a), = (@ P povees )

L'application du lemme fondamental a ces deux vecteurs donne:

K f . K K
i:zlqi Iogzq—iso, soit ;qi log, r. _;qi log,q <0

K K K
D'ot - ) g log, ¢ <- ) glog,r =-qlog,q- ) g log, p
1=1 1=1 1=2

K K K
donc- g log,q <-qlog,q- Z plog, p==> rlog,r,
1=1 1= 1=1

ON en déduitHy oo (Y/ X =2 ) < Hooo(Y/ X = 2))

et puisqueH._, , .« (Y) = H__.(Y), on obtient finalement:

| Capacité (canal rédl) > Capacité (moddle)|
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En appliquant la formule C=log, K - Hz(q)—(l—q)logz(K -1) éablie al'exercice 4, le
calcul numérique (averm = 1) de la capacité du modeéle conduit a la valeur;
C=4-(-085l0g, 085-0,15l0g, 0,15) - 015l0g, 15

0,15
C=4+085log, 0,85+0,15l0g, 1—5 =2,8Sh

Cette cgadté par utili sation concerne les mots constitués de 7 ééments binaires. Donc la

2,8
capacité par élément binaire ¢6tf eb = - = 0,4 Sh/eb

La capacité du canal binaire symétrique de probabilité d'erreud,1 vaut;

Ceps =1-H,(0,1) =0531Sh/ b

EXERCICE 2

1. Ladistance minimum étant 3, le cde est 1-corredeur. Si on nde n lalongueur des mots et
k le nombre d'édéments binaires de cntrdle, on sait d'apreés le murs que I'on dat vérifier la
relation: 2 =1+n.

Soit alors m=n-k le nombre d'édéments binaires d'information contenus dans un mot code.
Comme les mots urce d'origine (Sl) comportent 3 éléments binaires dinformation,

I'extension d'adre r concernera 3r ééments binaires dinformation.Onadonc n=3r +k et la

relation & vérifier devient 2* = 3r + k +1. En raisonrent pas a pas sur les valeurs de k, on
obtient;

k I =2%-(k+2) caractére possible
1 2-2=0 impossible

2 4-3=1 impossible

3 8-4=4 impossible

4 16-5=11 impossible

5 32-6=26 impossible

6 64-7 =57 possibler =19

Il faut prendrd'extension d'ordre 19,
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2. Les mots code mmportent 57 @éments binaires d'information et 6 ééments binaires de
contréle, soit une longeur de 63 éléments binaires. Le ade dant parfait, on sait que sil se
produit plus d'une erreur, alors il y aura erreur systématique sur le mot décodé.

P{ décodage (Drrect} = P{0 erreur sur les 63 eb} + P{1 erreur sur les 63 eb}

P{ démdage (Drrect} = (1— p)63 + 63p(1— p)62

En prenantp = 0,08, on obtien P{ démdage correct} =0,03389

EXERCICE 3

Rappelons les probabilités de transition du canal utilisé:

[N 2E
A=.JE, ,0=,-2 et |[—>=2,236
2 N,

Le mde linéare C(7, 4) aune distance minimum d_, = 3. En vertu d'ure propasition énorncée
dans le cours, ce code peut a la fois rempleffacements et corriger t erreurs si;

p+isd, 1)
e2t<d -p-1 2)
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En remplagant,, par 3, (1) et (2) deviennent;
ps3-1=2 (1)
2t<3-1-p 2

p=2 [ t=0 lecode peut remplir 2 effacements,
p=1 O t=0 lecode peut remplir 1 effacement,
p=0 0O t=1Ilecode peut corriger 1 erreur.

On est donc améme de cdculer la probabilit € pour qu'unmot code soit corredement restitué
(on noteD. cet événement).

P{ DC} = P{2 effacenents + P{1 effacemnent} + P{1 erreur}

probabilité que
2 symboles émis
soient effacé

probabilité que
P{2 effacements = CZ r? p>e— |es5 symboles émis
restant soient transmis
nombre de choix correctement
possbles de 2 rangs parmi 7

De la méme fagon, on obtient:

P{1 effacament} = C}r p°
et P{1erreur} =CJqp°

soit P{DC} =C’rép°+Cirp®+Cliqgp°

Application numeérique

00 =L q=0 2B He of2x 2239 -
p=Q0) =7, a=Q2 [ *U=Q(2x2236 = Q4472)

Q(4.4) =54x107
La table de Gauss donne
Q(45) =34x107
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Par interpolation linéaire, on obtient:

(54x107 -34x107)x0,72
1

q=54x10" + =6,84x10°

r=1-[05+684x10°|=05

Finalement:
P{D }=l%g%g+7xlx%g +7X684X10'6%§
¢ 5121 2 '

soit| P{D. } = 021871

EXERCICE 4

1. On constate que les deux premiers éléments binaires des mots code rrespondent aux
éléments binaires d'information. Donc le code est systématique.

Si on nde a,a,c,c,c, les mots code (a,a, représentent les éléments binaires d'information et
C,C,C, les éléments binaires de contrdle), on a;

¢ =a+a, [2

G =q
C=a +a, [2]

La matrice génératrice s'écrid =

e
H
O

et la matrice de l'orthogonal du code ekt

FHSHE G
O r O O K
o
[
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On déduit de ce qui précede la matrice de contréle:
110 O%
H'=1 0 0 1 0O
H 100 1H

2. Pour construire la table de déadage, il faut recenser tous les g/ndromes possbles. H' est

une matrice 3x 5 et les fquences reques posshbles sont des matrices 5x 1. Les prodits H 'z
sont de dimensioBx 1. lls sont au nombre o2’ =8.

Calculons les syndromes;

le syndrome d€®)0000est000

iy ’ ,00001,, 001
iy ’ ,00010,, 010
iy ’ ,00100,, 100
iy ’ ,01000,, 101
. " ,10000,, 111

Il y a donc 5 configurations (les cing possibles) de une erreur qui peuvent étre corrigées.
Intéressons-nous maintenant aux configurations de 2 erreurs.

Le syndrome d€®0011est011 disponible
" " ,00110,, 110 disponible
" " ,01100,, 001 déja utilisé
" " ,11000,, 010 déja utilisé
" " ,10100,, 011 déja utilisé
" " ,10010,, 101 déja utilisé
" " 1000QL ,, 110 déja utilisé
" " ,01010,, 111 déja utilisé
" " ,01001,, 100 déja utilisé
" " ,00101,, 111 déja utilisé

Donc sur lesC? =10 configurations de deux erreurs, deux peuvent étre corrigées.
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Les huit syndromes posshles ayant un antécdlent, le @de peut corriger toutes les
configurations de une erreur et deux configurations de deux erreurs.

Table de décodage

syndromes | séquences Z nombre d'erreurs
000 00000 pas d'erreur
001 00001 1 erreur
010 00010 1 erreur
011 00011 2 erreurs
100 00100 1 erreur
101 01000 1 erreur
110 00110 € erreurs
111 10000 1 erreur

L'utili sation e la table de démdage se traduira par une dédsion correde sur un mot code si
aucune areur ne sest produte ou s une @reur sest produte ou encore s |'une des deux
configurations de deux erreurs apparaissant dans la table est survenue.

Si p désigne la probabilité d'erreur sur le camalre symétrique, on obtient;

P{dédsion correcte} = (1- p)’ +5p(1-p)* +2p*(1- p)’

EXERCICE 5

1. Il faut vérifier que la condition du deuxiéme théorém&lggnnon est satisfaite.
L'entropie de la source S par symbole ¢{S) = H,(0,98) = 0,141h.

La capacité du canal par utilisation €t 1— HZ(O,OS) =0,713Sh.

Débit d'entropie de SH'=300x 10’ x 0,141= 42300Sh/ sec.

Capacité du canal par unité de tem@s: 0,713x 280x 10° = 199640Sh / sec.

On vérifie H'< C', on peut dorc théoriquement transmettre le mntenu ce la source avec une
probabilité d'erreur aussi petite que souhaitée.

2. La source dant sans mémoire, si L est I'ordre d'extension, onsait quil existe un code

préfixe dort le nombre moyen dééments binaires n utili sés pour représenter un éément
binaire source veérifie;

H(S)sﬁ<H(S)+%
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Si on veut obtenir une réduction du dbit initial d'au moins 50%, il ne faut pas que n dépasse
0,5 pusguaun éément binaire source, il correspond(en moyenne) n éléments binaires code.

1 1
L doit donc vérifier: 0,141+I<0,5, soit f<0’359’ C'est-a-dire L>2,78. Il faut donc

prendre I'extension d'ordre 3.

3. Calculons les probabilités des huit mots de I'extension d'ordre 3 de S.

désignation des motp mots source probabilités
S} 000 (0,98)° = 0941
5 001 (0,98)* x0,02=0,019
S, 010 0,019
S, 011 098x(0,02)" =392x10™
S, 100 0,019
s 101 392x10™
N 110 392x10™
s, 111 8x10°°

Représentons l'arbre #riffman

mots urce S, & S S S, S, S, S
00000 00010 001 011

mots code 00001 00011 010 1

La longueur moyenne d'un mot code (correspondant & un mot source de longueur 3) est;

n_3 =5x1184x10° +3x3x0,019+1x0,941= 1118

" . . 1118 s o
A un élément binaire source, il corresp = 0,3726 élément binaire code.
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La réduction du débit binaire est de I'ordre de 73%.
Le débit binaireD," de la nouvelle source est;

D.'=300x10° x 0,3726= 11178 khits/ sec.

0
Le débit d'utili sation ducana étant de 280kbits/ sec, ona =25. Celaveut dire quil

11178
faut gjouter 1,5 é@ément binaire de mntrdle al éément binaire dinformation, soit 3 ééments
binaires de controle a 2 éléments binaires d'information.

-1
4. On sait que si la distance minimum est d_,, le ade peut corriger t = entémeg erreurs.

La plus petite valeur dd,, qui donnet =1 est 3.

5. On va donc construire un code de distance minimum 3. Le @de dant systématique, la
partie "haute" de la matrice génératrice et |'identité de dimension 2. Ensuite il faut ajouter
deux "1" sur chague lonre (sinon la distance minimum ne serait pas 3). Aprés des
considérations identiques a celles développées dans I'exemple du cours, on obtient;

00
H

10
ot
U]

10
1

Les deux vecteurs de base ont un poids égal a 3 et leur somme est de poids 4.

o)
1
R

6. En multipliant G par les quatre vecteurs d'information possibles, on obtient;

mots code poids
00000 0
01011 3
10110 3
11101 4

7. D'aprés le cours, on déduit;

[ILlOE

D117 010 0J
0

H=0 0 O0dsoitH =1 1 0 1 0

0

0 1 0o 100 18

B o 1H
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D'ou la table de décodage;

syndromes séguences z
000 00000
001 00001
010 00010
011 01000
100 00100
101 11000
110 10000
111 10001

Il reste deux valeurs de syndromes libres aprés avoir affedé un syndrome a toutes les
configurations de une eareur. Donc deux configurations de deux erreurs peuvent étre
corrigées.

Par conséquent, il ne sagit pas d'uncode parfait, car on sait que pou untel code t-corredeur,
s'il'y a plus de t erreurs, il y a erreur systématique sur le mot décodé.

8. Soit D, ={dédsion correcte sur un mot code}
P{ DC} = P{ pasderreur Ul erreurJ 2 erreurslocalisées}

P{ DC} = (1— p)5 +5(1— p)4 p+2p2(1— p)3 ou pest la probabilit € d'erreur par élément binaire
sur le canal.

On a doncP{erreur sur mot décodd} =1- P{ DC} .

Si on transmettait directement sur le canal les mots de I'extension d'ordgs dmlaurait;
P{DC} = (1— p)z, soit P{erreur} = 1—(1— p)z.

Pour p = 5%, I'application numérique conduit &;

probabilité d'erreur avec codage = 0,018
probabilité d'erreur sans codage = 0,097.



